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ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта книга посвящена конечномерным задачам невыпуклой негладкой
оптимизации H численным меТОДам их решения. Теория сложности

экстремальных задач утверждает, что невыпуклые задачи как объект

исследования очень сложны, H трудоемкость получения гарантирован-
ного решения экспоненциально повышается с ростом размерности.
Однако большая практическая важность этих задач убеждает исследо-
вателей развивать численные методы несмотря на столь обескуражи-
вающие предупреждения об их сложности.

Проблема невыпуклости B HHHre изучается на двух основных моде-
лях невыпуклых зависимостей — это так называемые обобщенно диф-
ференцируемые H локально липшицевы функции. Изучение неглад-
ких функций это не дань сложившейся моде. Негладкие функции ес-
тественным образом возникают B различных приложениях. Кроме
того, они часто появляются H B самой теории экстремальных задач
за счет операций взятия максимума H минимума, приемов декомпози—
ции, точных негладких штрафов, двойственности.

Рассматриваемые модели невыпуклости достаточно общи H охва-
тывают большинство практически важных задач оптимизации; на них
хорошо просматриваются все трудности невыпуклой оптимизации.
Способ исследования обобщенно дифференцируемых функций заклю-
чается B TOM, что для этих функций ВВОДИ’ГСЯ обобщение понятия гра-
диента, строится исчисление H B TepMH'Hax обобщенных градиентов ис-
следуются различные свойства невыпуклых задач. Что касается чис-
ленных метщов, то на задачи с обобщенно дифференцируемыми функ—
циями удается распространить теорию H алгоритмы субградиентного
спуска выпуклой оптимизации.

Метоцы решения липшицевых задач характеризуются тем, что Hc-
ходные функции аппроксимируются сглаженными H K HHM применяют-
ся итерационные процедуры минимизации. При таком подходе удается
аппроксимировать градиенты сглаженных функций стохастическими
конечными разностями H, таким образом, построить методы без вычис-
ления градиентов. Аналогичный подход можно обосновать B липши-
Цевом стохастическом программировании. При этом получаются разно-
образные обобщения классического метода стохастической аппрокси-
мации для решения задач липшицева стохастического программиро-
вания с ограничениями.

K настоящему времени математическая теория выпуклой оптимиза-
ции приобрела законченные черты: разработана теория сложности за-
дач выпуклого программирования H построены эффективные числен—
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ные методы. Теория невыпуклой оптимизации разработана B гораздо
меньшей степени, однако можно заметить, что отдельные компоненты
теории (такие, как НеОбХОДИМЫе условия экстремума) продвинуты
весьма далеко, а остальные компоненты нуждаются B дальнейшей
разработке; B первую очередь это касается развития методов не-
выпуклой оптимизации, преодолевающих негладкость, невыпуклость
H овражность функций, а также учитывающих многоэкстремальность
H возможную стохастическую прир0ду этих задач.

В теории оптимизации вводились H изучались самые разнообраз—
ные классы невыпуклых негладких функций. Это функции: максимума,
псевдовыпуклые, квазивыпуклые, слабо выпуклые, полувыпуклые,
локально выпуклые, полугладкие, квазидифференцируемые, локально
липшицевы, разрывные H др. В гл. 1 также изучается новый класс He-
дифференцируемых функций —обобщенно дифференцируемые функ-
ции. Возникает вопрос: для чего вводится еще один класс функций?

Обобщенно дифференцируемые функции являются непосредствен-
ным обобщением непрерывно дифференцируемых H выпуклых функ—
ций. Для них строятся псевдоградиенты, аналогичные субградиен—
там выпуклых функций, а также имеет место дифференциальное раз—
ложение, подобное разложению дифференцируемых функций. Вместе
с тем этот класс функций достаточно широк: он включает B себя He-
прерывно дифференцируемые, выпуклые H BOI‘HyTbIe, слабо выпуклые
и слабо вогнутые, полугладкие функции. Кроме того, класс обобщенно
дифференцируемых функций замкнут относительно операций взятия
максимума, минимума H суперпозиции H взятия математического ожи-
дания. Имеют место простые формулы (исчисление) для вычисления
псевдоградиентов сложных обобщенно дифференцируемых функций,
аналогичные формулам вычисления обычных градиентов сложных диф-
ференцируемых функций, в то время как для других классов негладких
функций построение такого исчисления встречает значительные труд—
ности.

Для обобщенно дифференцируемых функций легко вывщятся не—
обходимые условия экстремума и имеет место аналог теоремы 0 сред—
нем. И, наконец, самый важный момент состоит B TOM, что для миними—
зации обобщенно дифференцируемых функций по аналогии с выпуклым
случаем удается построить численные методы, использующие псевдо-
градиенты этих функций.

В работах 1145, 146] введены понятия «обобщенный градиент» H «06-
общенная производная по направлению» для довольно широкого клас—
са локально липшицевых функций. Оказывается, что класс локально
липшицевых функций настолько широк, что для него не применимы
формулы ПОДсчета обобщенных градиентов сложных функций (на—
пример, для функций максимума, суммы H суперпозиции). Это означа—
ет, что для минимизации липшицевых функций нельзя широко исполь—
зовать меТОДы обобщенного градиентного спуска.

В гл. 2 показано, что к успеху приводят стохастические конечно-
разностные процедуры, которые не требуют вычислений обобщенных
градиентов, B то время как обычные конечно—разностные аппроксима-
ции не работают. Основная Идея выбора направления спуска состоит
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B TOM, что конечная разность вычисляется не втекущей точке, ав
близкой, случайным образом выбранной точке, причем вектор мате-
матических ожиданий построенных конечных разностей близок к мно-
жеству обобщенных градиентов. Показано, что построенные конечно—
разностные методы находят стационарные точки липшицевых задач.
С точки зрения количества вычислений важно отметить, что для функ-
ций максимума конечная разность строится по той функции, на кото—
рой достигается максимум. В том случае, когда одно вычисление функ-
ции цели занимает значительное время, построение конечных разно-
стей с помощью случайных направлений приводит к значительному
сокращению числа вычислений функции цели.

Анализ эффективности конечно-разностных методов на задачах
выпуклого программирования показывает, что замена субградиентов
введенными конечными разностями, грубо говоря, приводит к ситуа-
ции, когда субградиенты вычисляются с некоторыми случайными по—
мехами.

Среди методов .негладкой оптимизации мет0д обобщенного гра-
диентного спуска [136] привлекает своей простотой, экономичностью,
определенной оптимальностью для выпуклых задач большой размер—
ности [73], СХОДИМОСТЬЮ в невыпуклом случае 14, 35, 80, 88].

B гл. 3 метод обобщенного градиента распространен на задачи ло—
кальной минимизации обобщенно дифференцируемых функций при
ограничениях. В негладкой выпуклой оптимизации получили распро-
странение релаксационные е-субградиентные методы. В гл. 3 предла-
гаются несколько отличные релаксационные методы, пригодные для
минимизации невыпуклых негладких функций.

Обобщенные градиентные методы позволяют находить лишь локаль-
ные минимумы функций, поэтому отдельный параграф посвящен неко-
торым подходам, позволяющим преодолевать многоэкстремальность
задач. В частности, изучаются схемы комбинированных алгоритмов,
в которых разработанные локальные алгоритмы используются для при—
ближенного нахождения локальных минимумов, а глобальные алго-
ритмы —для выхода из 30H притяжения локальных экстремумов.
Предлагается алгоритм многомерного глобального поиска при ограни-
чениях, обобщающий мет0д (см. 1961). Исследованы глобальные свой-
ства процедуры сглаживания функций, широко используемой в дан-
ной книге. Отметим также, что определенными глобальными свой-
ствами обладают рассмотренные в гл. 4 методы тяжелого шарика H 0B-
ражного шага.

Давно замечено, что (обобщенные) градиентные методы медленно
сходятся B овражных ситуациях. Один из способов преодоления этого
недостатка состоит в усреднения градиентов (или соответствующих
конечных разностей), полученных на предыдущих йтерациях, с целью
нахождения направления вдоль оврага. В этой связи в гл. 4 изуча-
ются немонотонные методы усредненных градиентов (конечных раз-
ностей) для минимизации невыпуклых негладких функций при огра—
ничениях, которые сохраняют многие достоинства градиентных мето—
дов, но уже обладают противоовражными свойствами. Оказывается,
в этот класс попадают соответствующим образом обобщенные извест-
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ные меЮды тяжелого шарика [100] H овражного шага 114, 74] . Мето-
ды усредненных градиентов можно также трактовать как процедуры
минимизации последовательности некоторых усредненных функций.

В гл. 5 исследуются численные методы минимизации липшицевых
функций при ограничениях. Изучаются меТОДы условного H anBe-
денного градиентов. Для задач с нелинейными ограничениями стро-
ятся меТОДы возможных направлений H штрафных функций. Для ми—
нимизации липіпицевых функций предлагается весьма простой метод
типа штрафных функций, в котором коэффициент штрафа определя-
ется аналитическим выражением.

Обширной областью применения идей негладкой оптимизации яв-
ляется стохастическое программирование. От детерминированной за-
дачи нелинейного программирования стохастическая задача отлича—
ется тем, что значения функций H их градиентов в общем случае не
могут быть вычислены точно за конечное время и, таким образом, H3-
вестны лишь с некоторой случайной ошибкой.

Первые метоцы стохастического программирования восходят к
методам стохастической аппроксимации. Для решения задач выпукло-
го стохастического программирования были предложены методы сто-
хастических квазиградиентов 141]; важные усовершенствования сде-
ланы в [73].

Значительные трудности возникают на пути решения невыпуклых
стохастических задач. Для того чтобы обосновать стохастические ана-
логи градиентных процедур минимизации, в первую очередь нужно по-
казать перестановочность знаков обобщенного дифференцирования
H взятия математического ожидания. Этот факт показан в гл. 6 для
обобщенно дифференцируемых функций. На основе ацгарата измеря-
мых многозначных отображений построено исчисление случайных
псеВДоградиентов сложных обобщенно дифференцируемых функций,
полностью аналогичное исчислению псевдоградиентов детерминиро—
ванных функций. Поэтому для этих функций можно обосновать методы
стохастических обобщенных градиентов.

Для липшицевых функций ситуация иная: градиентные процедуры
обосновать не удается, так как обобщенный градиент функции мате-
матического ожидания лишь включен в математическое ожидание (слу—
чайного) обобщенного градиента функции, стоящей ПОД знаком мате-
матического ожищания. В этой связи важное значение имеют разрабо—
танные конечно-разностные методы липшицева стохастического про-
граммирования, которые в значительной степени обобщают методы
стохастической аппроксимации Кифера — Вольфовица.

В гл. 7 изучаются стохастические аналоги рассмотренных ранее
меТОДов решения детерминированных задач.



ГЛАВА 1

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ НЕВЫПУКЛОГО АНАЛИЗА

!—

§ ]. Обобщенно дифференцируемые функции

В этом параграфе вводится один класс невыпуклых негладких
функций, названных здесь обобщенно дифференцируемыми. Эти функ-
ции обладают многими хорошими с точки зрения оптимизации свой-
ствами. Они являются естественным обобщением непрерывно диффе
ренцируемых H выпуклых функций, для них ввоцятся псевдогради-
енты, аналогичные субградиентам выпуклых функций, H справедливо
дифференциальное разложение с участием псевдоградиентов.

Обобщенно дифференцируемые функции удовлетворяют локаль-
ному условию Липшица. Они, вообще говоря, не имеют производ-
ных по направлениям, но почти всюду непрерывно дифференцируе-
мы. Псевдоградиенты функций определяются не Однозначно. Для одной
функции существует целое семейство псевдоградиентных отображений,
минимальное по включению из которых совпадает с субдифференци—
альным отображением по Кларку [145] этой функции. В то же время
любое псевдоградиентное отображение определяет обобщенно диф-
ференцируемую функцию с точностью до константы.

Непрерывно дифференцируемые, выпуклые H BOl‘HyTbIe, слабо вы-
пуклые H слабо вогнутые 1911, полугладкие 11671 функции являются H
обобщенно дифференцируемыми, а их градиенты, субградиенты, ква-
зиградиенты H обобщенные градиенты являются H псевдоградиентами.

Класс обобщенно дифференцируемых функций замкнут относи-
тельно конечных операций взятия максимума, минимума H суперпо-
зиции, а также, как будет показано в § 23, относительно взятия ма—
тематического ожидания. Для сложных обобщенно дифференцируемых
функций существует исчисление псевдоградиентов.

Для обобщенно дифференцируемых функций выписываются необ-
ходимые условия экстремума (§ 3), справедлива обобщенная теорема
Лагранжа о конечных приращениях. И наконец, как будет показано
в последующих главах, для минимизации обобщенно дифференциру—
емых функций можно развить обобщенные градиентные методы, в том
числе стохастические.

В этом параграфе без комментариев используются некоторые об-
щие сведения из выпуклого анализа, теории многозначных отображе-
ний (§ 21) H локально липшицевых функций (§ 2).

O п р е д е л е н H e 1.1. Функция f : Еп —-› Е1 называется об—
общенно дифференцируемой в точке х E Е… если B некоторой окрест-
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ности точки х определено такое полунепрерывное сверху в х много-
значное отображение (З„ что его значения G, (y) (y 6 En) являются не-
пустыми ограниченными выпуклыми замкнутыми множествами H B
окрестности точки х справедливо разложение

№)=і(х)+(в‚у—х)+0(х.у‚в)‚ (1.1)
где g6 G, (y), ( , ) —скалярное произведение, а функция 0 (x, y, g)
удовлетворяет условию

№3100, у“, gk)/H И — x11): 0 (1-2)

для любых последовательностей у’г —+х (yk ;& x), g" EG,(y") HJIH, что
эквивалентно,

lim sup sup №=O. (1.3)
е—›+о {yllly-x1l<€.y¢x1 весны ” у _ " “

Функция называется обобщенно дифференцируемои' в области, если
она обобщенно дифференцируема в каждой точке области. Векторы
g E G, (y) будем называть псевдоградиентами (обобщенными гради—
ентами) функции f B точке y.

Если выполнено условие (1.3) на функцию 0 (x, y, g), то очевидно,
что выполнено H (1.2). Обратное легко доказывается от противного.

0 п р е де л е н H е 1.2. Функция f: Е„ —› Е1 называется локально
липшицевой, если для любого компакта К с Е„ существует константа
Липшица LK такая, что

|і(Х)—і(х”)1<дк|1х—Х”|| Vx’,x”EK.

T e о р е м а 1.1. Обобщенно дифференцируемые функции локаль—
но липшицевы u, следовательно, непрерывны.
Д о к а з а т е л Ь с т в 0. Пусть f (x) — обобщенно дифференци-

руемая функция, К — компакт в Е… со K — ero выпуклая оболочка.
Для y, x E K представим

f(y)—i(x)=(g,y—x)+0(x,y,g) =

— _у_—_х_ № _
—((g, lly—xl|)+ ||y—x“)1|y ХП,

где g6 G, (y). B силу условия (1.2) для любого & существует такое
6 (x, 8), что

|0(х‚у‚в)|/||у—х||<е при IIy—xll< б(х 8) 86619)-

Так как отображение G, полунепрерывно сверху, а его значения G, (x)
являются компактными множествами, то оно локально ограничено;
поэтому существует число

PK = SUp{||g|l|g€G;(y), yEc0K1<+ 00—

Таким образом, для каждого х 6 со K найдена такая б-окрестность точ—
ки х, что

|f(y)—f(x)|<(l‘K+e)lly—xll ПРИ Hy—xll<6, уЕсоК.
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Пусть теперь x', x’’;EK рассмотрим отрезок

М’={х=х +t(x”—x’), tE[O,1]}, MccoK.

Указанные выше б-окрестности точек xEM покрывают М; поэтому
существует конечное покрытие с центрами x1 = x’, x2, ..., xk = x”, при-
чем соответственно t1: O<t2< <&, = 1. Легко видеть, что для
соседних точек xi H xi+l во всех случаях

1W) — f <%“)! < (PK + a) II x” — x’“ u,

lf(x’)-f(x”)l< 2 |і‹х’›—і‹х’+‘›|<‹гк + e) Hx’-—x”|l-
i=1

откуда

Теорема доказана.
Т е о р е м а 1.2. Непрерывно дифференцируемые функции обоб—

щенно дифференцируемы, а их градиенты можно взять в качестве псев-
доградиентов.

Д о к а 3 a т е л в с T B 0. Пусть функция f(y) (y 6 En) непрерывно
дифференцируема‚ g (y) —— ee градиент. Тогда в каждой точке х E E„
имеет место разложение

№)=і(х)+ (g(x), y—x)+0(lly—x|l)=

=і‹х) + (g(y). y—x)+o(x.y.g).
где остаточный член

о(х‚ у, g) = (g(x)—g(y), y—x) + O(IIy—xll)

удовлетворяет требуемым условиям малости (1.2) H (1.3).
O п редел е н H е 1. 3 [88]. Непрерывная функция f: Е„ —› Е на-

зывается слабо выпуклой, если для любого x существует непустое мно-
жество G (x) таких квазиградиентов g, что для всех g E G (x) справедли-
во неравенство

f(y)> i(x)+(g,y —Х)+Г(х‚у)› (14)
где г(х‚ y)/|| y—x ||-—› О, КОГДа || y— x1f—> O, H x, y принадлежат
замкнутому ограниченному множеству.

Очевидно, что выпуклые функции являются H слабо выпуклыми; в
этом случае г (x, у) E O. Известно 191], что множество квазиградиентов
G (x) непусто, ограничено, выпукло H замкнуто, многозначное ото—
бражение G: x —› G (x) полунепрерывно сверху. Слабо выпуклые функ-
ции имеют производные по направлениям.

Т е о р е м а 1.3. Выпуклые u слабо выпуклые функции являются u
обобщенно дифференцируемыми, а их субградиенты и квазиградиенты
можно взять в качестве псевдоградиентов этих функций.
Д о к а 3 а T е л ь с т в 0. Здесь роль G, играет G. Докажем спра-

ведливость разложения (1.1) в окрестности точки x. По определению
слабо выпуклой функции выполняется неравенство (1.4). Запишем это
неравенство относительно точек y:

і(х)>і‹у) + (g(y), x—y) + My, x)- (1-5)
11



Введем обозначение

o(x. y. g) =f(y)—f(x)-(g. y—x)-

Из (1.4) H (1.5) следует

(g(x)—g(y).y—x) +r(x, y)<0(x. y. g(y))<—r(y. x).

где g(x)€G(x), g(y)EG(y). BB16epeM g(x) так, чтобы

l|g(x)—g(y)ll = @@@), G(x))=——- inf{ll g(y)—gl 136600}-
Тогда

—p(g(y)G (x))lly—xl|+r(x.y)<0(x g.g(y))< —r(y,x)-(1.6)

B силу полунепрерывности сверху отображения G H определения слабо
выпуклой функции p (g (g), G (x)) —› 0,

г(х‚у)/||у—х||—›О‚ ‚(у! х)/||у—х||—›0

при ||у—х||—›О равномерно по g(y)€G(y). Тогда из (1.6) следует
требуемое свойство 0(х, y, g.)

0 п р е д е л е H H е 4.1167] Функция f : Е„ —› Е1 называется
полугладкой, если:

1) она локально липшицева;
2) для любых xEEn, любых последовательностей yk—>x ((yk —

—x)/|| уkkd—xH—>d) H gk EOHyk) существует предел скалярных произ-
ведений 1іш®(,3

Здесь kafw(y) — субдифференциал (множество обобщенных градиен-
тов) Кларка локально липшицевой функции f(y). Субдифференциал
ді псдробно изучается в § 2.

Очевидно, что для ОДНОГО H того же направления d все скалярные
произведения (gk, (1) B определении 1.4 имеют Один H тот же предел.
Нетрудно показать, используя условие 2) H теорему о среднем 2.9,
что полугладкие функции имеют производные ‚"(х; d) по направлению
d H

дтп (gk. d) = і’ (x; d)

(CM. теорему 1.14).
Т е о р е м а 1.4. Полугладкие функции обобщенно дифференци-

руемы, а их обобщенные градиенты по Кларку можно взять в качестве
псевдоградиентов.

Д ок а 3 a T е л B с т в 0. Здесь роль G, играет замкнутозначное по—
лунепрерывное сверху отображение ді (см. §2). Докажем справедливость
разложения (1.1). Предположим противное. Тогда найдутся такие
x6 Е… е> 0. yk—> x ((И — W” H“ —x||-+d). g" 661°(yk). что

)(у*)—і(х) (k yk—x “>3—————— ‚— >О.
ну*—хн g llyk—xll /
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Используя теорему 2.9 0 конечных приращениях для локально лип-
шицевых функций, перепишем предьтдущее неравенство в виде

k k

‘k _!/—_x _ k ._y_—_ x
№” nyk—xn) (д’ пуд—хн)|>8>0’

где @266sz), z" =x+6k(yk—x), O<6k< 1. Тогда

(Zk—xVIIZk—xll = (yk—xflllyk—xll—W:

‚(ёё fl)—(Bk. fifl>e>a (1.7)

06a скалярных произведения в (1.7) имеют в силу определения полу-
гладкой функции ОДИН H TOT же предел при k —-› + 00, откуда получа-
ем противоречие: 0 > в > 0. Теорема доказана.

Итак, класс обобщенно дифференцируемых функций содержит не-
прерывно дифференцируемые, выпуклые и полугладкие функции.
Покажем теперь, что он замкнут по отношению к конечным операци-
ям взятия максимума H суперпозиции; отсюда будет следовать, что
вогнутые H слабо вогнутые функции 1911, а также функция минимума
от конечного числа обобщенно дифференцируемых функций являются
обобщенно дифференцируемыми.

Теорема 1.5. Пусть і,.(у) (yEEn, і=1‚...‚т)—обобщенно
дифференцируемые функции, (};, (у)— их псевдоградиентные omo6pa-
жения. Тогда функция максимума

f(y) = maX(f1(y). і… (у))

обобщенно дифференцируема u

GI(y) =C01gEEnlgEGn (у), f: (y) =і(у)}. (1-8)

Доказательство. Достаточно рассмотреть максимум от двух
функций. Отображение G, выпуклозначно. Покажем, что оно замкнуто
H локально ограничено; отсюда будет следовать его полунепрерывность
сверху. Замкнутость означает, что из yk—+y, ngG,(y") H дд»;
следует g E G, (у). Представим

т

k
ЁЁ: {21' ngf. 01320, {21 Rf: 1,

Где %? = О, если

ft (у”) <f(yk)-

B силу ограниченности hf, замкнутости H локальной ограниченности
отображений О„ H конечности числа т существуют подпоследователь-

НОСТИ

ХТЗ» ›”, gfs "'У gt, 8 = 0, l, ...,
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причем

Жі>09 2 Аіі = 1’ gi 6011 (y),

g = Пт g"5 = 2 Mg:-
S—voo i=1

Если для некоторого і
fz (y) <Ну),

то это выполнено H B некоторой окрестности точки y, поэтому при
k

Bcex достаточно больших k3 имеем м8 = O; следовательно,

%! = 111111.:as = О.

s—yoo

TaKHM 06pa301v1, gEG,(y), H saMKHyTOCTB G, доказана. Каждое из ото-
бражений Од. компактнозначно H полунепрерывно сверху H, следова-
тельно, локально ограничено. Очевидно, что тогда и G, локально ог-
раничено. А из замкнутости H локальной ограниченности следует
полунепрерывность сверху отображения 6,.

Теперь необходимо установить справедливость разложения (1.1),
т. е. необходимо показать, что для любого e > О найдется такое 6 (г) >
>О, что

 

_ )(у)—і(Х)—(в‚у—х)
3g Hy—xll <8 (1'9)

an Bcex {ylHy —x|| g 6, y #: x} H Bcex g E G, (y). В силу обобщенной
дифференцируемости f1 (y) H [‘2 (y) для любого & > О существуют такие
61(3) >О H 62 (е) >О, что

—8< f1(y)_f1(x)—(gl’y—x) <8 (110)

IIy—xll

при всех {yllly—xll<61(e). yaéx} и всех gleGr. (y) и что

 

 

_8<f2(y)—f2(x)—(g2,y—x) <8 (111)

\ IIy—xll \ '

при всех {yllly—xll<62(8). y%x} и всех 32601.6)-
Если

f1(X)=,éf2(X),

например і11х)> f2(x), то это же неравенство сохраняется H B неко—
торой бз-окрестности точки x, H там f(y)_=_i1(y). Для данного 8
возьмем

б (3) = min (61 (3): 6.3 (а)),

тогда требуемое неравенство (1.9) следует из (1.10).
Пусть теперь

(10¢) = i2 ()5) = [(х)
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Для произвольного e возьмем

б (8) = min(61 (8), 62 (e1)
и проверим выполнение неравенства (1.9) для всех {у|||у—х|1< 6,
y #: х} H Bcex g E G, (g), где G, (y) построены согласно (1.8).
Пусть y таково, что ||y — x|| g 6 H, например, [‘1 (y) >1“2 (y). Тогда

f (y) =f1(y). g = g1 E Gr. (y),
и (1.9) справедливо в силу (1.10).

Рассмотрим такие y, что lly—xll <6 H f(y) = f, (y) = f2 (y). Тог—
да, согласно (1.8),

g = №1 + 71232.
где ?»1 +М== 1, 9160г, (y). 32601.0) Подставив эти y. gl. 32 B
(1.10) H (1.11), умножив (1.10) H (1.11) на A1 H 912 H сложив, полу-
чим (1.9). Теорема доказана.

Т е о р е м а 1.6. Пусть f0 (2.) (ге Em), i,- (y) (ye En, i: l,
..., т) — обобщенно дифференцируемые функции. Тогда сложная функ—
ция

f(y) = fo (2(y)) = f0 (6 (y), f2 (y), fm(y))
также обобщенно дифференцируема и

ему) =co{g€Enlg= lg‘u- gmlg". 30601. (120)),
g" 60,,(y), i=1,...,m}, (1.12)

где [g1 gm] — матрица размера п><т‚ составленная из векторов

(столбцОВ) ед g’". г (y) = (fl (y), і… (у))-
Формула (1.12) является обобщением цепного правила дифферен-

цирования сложных функций в математическом анализе. Таким обра—
зом, класс обобщенно дифференцируемых функций образует линейное
пространство H замкнут относительно суперпозиции.

Доказательство. Отображение G, выпуклозначно. Покажем,
что оно локально ограничено H замкнуто; отсюда будет следовать его
полунепрерывность сверху. Заметим, что отображения Од. (і : 1, 2,
..., m) локально ограничены, так как они компактнозначны H полунепрерыв-
ны сверху. Это эквивалентно их ограниченности в каждом компакте. Отоб—
ражение 6,0 (z (у)) локально ограничено как суперпозиция непрерывного
отображения 2(у) H ограниченного в каЖДом компакте отображения
6,0 (z). Тогда из (1.12) очевщно, что H G, локально ограничено. Для
замкнутости G, нужно показать, что из y"—>y, gk EG,(yk) H gk—>g
следует 366‚(у). В силу теоремы Каратеодори g’z можно представить
в виде выпуклой комбинации

n+1 . . . n+1
gk = X 111101)”... <gm1’k11g0)”. мд>о‚ 2 21.-1. = 1..=,i=1

(goikeanwk), г=1‚…‚т‚ і=1‚...‚п+1‚

(30)” E Ого (2 (И))-
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Последовательности {(g‘)’k}Z°=1 (i = O, 1, ...,m, i: 1, ...,n + 1) огра—
ничены в силу локальной ограниченности отображений Од. (1: 1,

m) H G), (z(y)). Последовательности {Аід};Ё°=1 (j = 1, ...,n + l) так-
же ограничены. В силу конечности т H n существует такая подпо-
следовательность индексов Аа„ что

' .ks ° . о .
ЖіЁЗ—У Ж}, (gt), +(gt)]’ l: О, „чт! 1:1, ...’n+ 1.

При этом

п+1 .

911-20, 2 )‚1—=1‚ (g‘)’€GfL. (y), і= 1, ...,m, j=1,...,n+1,
i=1

а также _

(8°)' E Ол, (2 (у))

в силу замкнутости отображений Gfi(y) (i=1,...,m) H G;0(z(y)).

Поэтому

"+1 . . .
g = 1133ng = 2 м— [(eg (gm <g°)' е 6; (у).

і=1

Замкнутость G, доказана. Итак, G) локально ограничено H 3aMKHy-
то; следовательно, оно полунепрерывно сверху.

Докажем теперь разложение (1.1). Представим

№) = f0 (20)) = МД (y). 1… @) =

= f0 (2 (Х)) + (1;0 (Z (у)), г (y) — г (х)) + 00 (г (x), г (y). g" (z (у)» =

= W) + 2 g3, ‹г (у» (ii (у) — ;& ‹х» + а‹) (z (x), z (y). g0 (z (у») =
i=1

= f(x) + E 33, (z (у)) «в" (у), у — x) + 01(x. y, g‘» +
i=1

+ Оо (z (x). 2 (y), g” (2 (у))) = f(x) + ([13I1 g’"] B” (Z (11)), y — x) +

+ 2 g3) (?(у))01(х‚ у, 8") + 001206) 2(y), g°(2(y))), (1.13)
i=1

где
g” (г @» = (g3, (2 (у)), в?…) (г (у») E 0,, (z (у)),

3‘ (H6011 (y). != 11mm.

a)(x. у, g‘)/I|y—x||—>O paBHOMepHo по у—›х H no g1 60,1. (y).
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Из представления (1.13) следует требуемое разложение (l.l)—-(1.3).
Действительно, зафиксируем некоторую (‘)-окрестность точки х. Так

как С„ (z(y)) ограничено в каждом компакте, то существует такая
константа с<оо, что для всех {y|||y—x||<6} H Bcex g06G; (z(y))
будет ||g|| <c. Отображение 2(y) B силу теоремы 1.1 локальйо лин-
шицево; поэтому для всех {yllly—x||<6} имеем

llz(y)--Z(X)|1/lly—XII<L<°°.

Пусть теперь gEG, (y ||y—x||<6. Обозначим

0(х‚ Hg) =i(y)—-f(x)—(g.y—x)- (1.14)

B силу теоремы Каратеодори вектор g можно представить в виде выпук-

лой комбинации:

п+1 _ _ _ п+1

g = 2 >»,- [(eg (ети (g°)’. %> 0‚ Z 1,- = 1.
i=1 [:1

<gi>’661,-<y>. i=1,...,m, i=1.....n+1; <g°>ieafo<z<111
Записав представление (1.13) для каЖДОГО j H HpocyMMHpOBaB их с ве-
сами ?»j, для функции (1.14) получим

n+1 m n+1

o(x. y. g) = 2 7112(g3,)’01(x.y. (3‘)") + Z 711-011(20). 2(y). (g°)’),
'=1 i=1 i=1

 

  

n+1 m

101x.y.g)1 _ J_.9._-____(&&/‚(8351 100120) 2(1) (g°)'>1<
__Ну—хп <сё^1ыНу—+217“ 11y—x11

"+1 … 10(x <g‘)’)1 ( :_ i .1. 1012 x>.z<y).<g°))1
€0,217”; Ily-xll +ЬЁ^1 °||г‹у›—г‹х›н ' (1°15)

Используя полученную оценку для 10 (х, y, g)| /||y—x||, npoBepHM вы-

полнение условия (1. 3). Пусть задано произвольное &: >О. B силу 06-
общенной дифференцируемости ‚*,-(у) (1°: 1, т) существует такое
61 < 6, что

|о‚.‹х‚у‚в‘›| 3
 

IIy—xu <2С," При '1y_x11<61, giEGf,(y). (1.16)

B силу обобщенной дифференцируемости f0 (2) существует такое е„ что

|0 (z(x), z, g°)|

112—21011 <Т "P“ llz—Z(x)ll<8p 3060),,(2). (1.17)

B силу непрерывности z(y) для данного 81 существует такое 62 $6,,
что

||г(у)—г(х)|| <81 при IIy—xll <6



Таким образом, при ||у—х || < 6,3 H g E G, (g) H3 (1.15)—(1.17) следует,
что

101x.y.g>I/111—x11<e.
Условие (1.3) проверено, H теорема доказана.

С л е д с т в H e 1.1. Вогнутые и слабо вогнутые [91] функции 06-
общенно дифференцируемы, а их субградиенты и квазиградиенты можно
взять в качестве псевдоградиентов этих функций.

С л е д с т в H e 1.2. Функция минимума от конечного числа обоб-
щенно дифференцируемых функций

Ну) == тіп {f1 (11). і… (y)}
обобщенно дифференцируемщ и

010!) = C0{g€En|gEGn (у), (1 (y) = НЮ)— 11—18)

С л е д с т в H e 1.3. Функция модуля обобщенно дифференцируе-
мой функции f (x)

1106) = |f(x)|=maX{f(x)» —f(x)}
обобщенно дифференцируема.

С л е д с т в H e 1.4. Функция Лагранжа для задачи математи-
ческого программирования с обобщенно дифференцируемьши функциями
обобщенно дифференцируема по совокупности прямых и двойственных
переменных.

Согласно теореме 1.1, обобщенно дифференцируемые функции явля-
ются локально липшицевыми. Следующие примеры показывают, что
обобщенно дифференцируемые функции, вообще говоря, не имеют про-
изводных по направлениям, но не все липшицевы функции (H даже не
все дифференцируемые функции) являются обобщенно дифференциру-
емыми.

П р H M e p 1.1. Рассмотрим нетривиальный пример обобщенно
дифференцируемой функции. Покажем, что функция

(2k —1n11n|xll) le. e—eQK | х| <е—е2’°_'‚

f(x)= (—2k+ln|ln|x|l)|x|. e—e2k+1<|x,<e_e2k,

09 x=0,

где k=0,1,..., xEEl, lxlge—l/e, обобщеннодифференцируема‚ но
не имеет производных по направлениям в точке x =- О

Убедимся, что кусочно заданная функция i (x) HenpepBIBHa. Введем
обозначения

Г+(Х)= 11m 111). г‹х›=- Iim №).
y-px—l—O y—yx—O

Необходимо проверить непрерывность f (x) B точках x = ге" (п :=-
= О, 1, ...). При n = 2k HMeeM

)+ ‹е—е”) = г ‹е-г“) = 0.
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f+ (e_32k+1) = f.- (e_e2k+1) = eae2k+1.

Осталось проверить точку x = O. Имеет место 0 < і (х) < | х|: поэтому

lirn f (x) = O.
x—vo

Итак, f (x) HenpepBIBHa.
Ясно, что f (x) кусочно непрерывно дифференцируема, причем

(х > О)

1 _
, 2k—1nllnx|+m, e_e2k<x<e_e2k 1’

f (x) =
2k+1—2k+ln|1nx|— е_“ <х<г°2".1

| 1пх| ’

Обозначим (х> 0)

f3,(x) = lim Hy), f'_(x)= lim Hy)-
y—>x+0 y—vx—O

При x = ге”с имеем ,
1+<x1 = e-21 = — i- (x).

При x = 3‘4"”?+1 имеем

f'+ (x) = l—e-Qk-l. 1'. (x) = 1 + e—2k—I.
Определим

f’ (X), xsée—e". п = 0, 1,
01 (x) = сош (x), f’_(x)}, x=e—e", „= 0, 1,.,

[01 111 x = O.

Замкнутость, выпуклость, ограниченность 6‚(х) H HOJIyHenpepBIB-
ность сверху G, очевидны. Дифференциальное представление (1.1) для

f(x),'oquH11Ho, имеет место в точках излома x = 6—3"; B этих точках
f(x) HMeeT H произв0дные по направлениям. Осталось показать, что
в точке х = 0 также имеет Место представление (1.1), но нет произ-
ВОДной по направлению. Функция

о(х‚у‚в) : f(y)-i(0) 1
y y Ппу!

 

-—g(y) <
 

—g(y)|=|f—§f’)—

стремится к нулю при у—› + O равномерно по gEco {i’+(y), f’_(y)}.
Следовательно, представление (1.1) имеет место в точке x = 0. Pac-
CMOTpHM отношение

f(y)/y = (f (y) — 1‘ (WW

H покаЖем, что оно не имеет предела при у—› 0. Действительно,

11m f (e_32k)/e_32k = O, [1111] f (e_32k+1)/e_e2k+l = l.

k—yoo
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Следовательно, функция f (x) He имеет произвщных по направлениям
в точке x = 0.

П р и M e p 1.2. Дифференцируемая в каждой точке функция

f(y) = H2 sin(1/y)
не является обобщенно дифференцируемой в нуле. Отметим, что она
локально липшицева, но не является непрерывно дифференцируемой
в нуле.

Действительно, функция

0 (0.1;. f’ (у)) = соз—1 —2ysin —1
у у у

не имеет предела при у —› 0.
П р и M e p 1.3. Локально липшицева функция максимума

), k=0,1,...,oo,

 

_ 1 __ _;1(1) 1113023, [x 3,,
 

He является обобщенно дифференцируемой B нуле. Этот пример пока—
зывает, что счетная операция взятия максимума над обобщенно диф—
ференцируемыми функциями выводит из класса обобщенно дифферен-
цируемых функций.

Действительно, 0(0, 3‘k, + 1)/3—k равно ——l H He стремится к
нулю при k-+oo.

T e о р е M а 1.7. Для обобщенно дифференцируемых функций f (x)
(x E E„) справедлива обобщенная теорема Лагранжа o конечных прира—
щениях, а именно

і(у)—і(Х)=(е‚у—Х)‚ 366‚(х+9(у—х))‚ 0<6<1.

Доказательство. Рассмотрим функцию

<P(t) =i(x+t(y—x))-—t(f(y)——f(x))—f(x)-

Обобщенные градиенты функции (p(t), согласно (1.12), равны

0110‘): {(3‚у—х)——і(у)+і(х)і366‚(х+г(у——х))}. (1.19)
Отметим, что ср (0) = ср (1) = 0. Поэтому всегда существует внутрен-
няя экстремальная точка t = 6 E (О, 1) функции (p (t). Согласно тео-
реме 3.1, 0 6 GD (6) независимо от того, максимальная это или мини—
мальная экстремальная точка. Тогда из (1.19) следует, что существует
такой псеВДоградиент g E G, (x + 6 (y — x)), что

(е‚у——х)—і(у)+і(х) =0.

Теорема доказана.
Теперь рассмотрим вопрос: однозначно ли задано определением 1.1

псевдоградиентное отображение обобщенно дифференцируемой функ—
ции? Мы покажем, что для одной H той же обобщенно дифференциру-
емой функции существует целое семейство псевдоградиентных ото—
бражений, удовлетворяющих определению 1.1. Однако среди них
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есть минимальное по включению отображение; оно совпадает с суб-
дифференциальныи отображением Кларка этой функции. Ввиду этого
следует сказать, что формулы (1.8), (1.12), (1.18) вычисления псевдо-
градиентов сложных функций задают лишь некоторое, не обязательно
минимальное, псевдоградиентное отображение. Именно поэтому в этих
формулах имеет место равенство, а не включение в отличие от соответ-
ствующих формул (2.9), (2.13), (2.17) для локально липшицевых функ—
ций. Однако неоднозначность задания псевдоградиентных отображений
не является препятствием к их применению как в теоретических во-
просах, так H при построении численных методов минимизации обоб-
щенно дифференцируемых функций. Все псевдоградиентные отобра-
жения совершенно равноправны, поскольку от них требуется только,
чтобы они удовлетворяли определению 1.1.

Т е о р е M а 1.8. Если некоторое псевдоградиентное отображение
обобщенно—дифференцируемой функции произвольно изменить в конеч-
ном числе точек, но так, чтобы оно осталось компактнозначным, выпук-
лозначным и замкнутым, то измененное отображение остается псевдо-
градиентным для этой функции.

Д о к а 3 a T е л B с т в о. Действительно, измененное отображение
по-прежнему локально ограничено, замкнуто H, следовательно, полу-
непрерывно сверху. В точках изменения отображения разложение
(1 .1) сохраняется, поскольку псевцоградиенты этих точек, по существу,
в него не ВХОДЯТ. Записанное в отальных точках разложение (1.1)
остается справедливым, но, быть может, для меньших окрестностей
этих точек.

Т е о р е M а 1.9. Пусть f (x) u h (x) — обобщенно дифференцируе-
мые функции. Тогда наряду с G, (x) множества

G106), ПХ) == Их)
C0101“), 01105)}, НХ) = h (x),

определяют другое псевдоградиентное отображение функции f(x).
Эта теорема доказывается аналогично теореме 1.5. Здесь расши-

рение G, оказывается возможным, поскольку оно не нарушает опре-
деляющего разложения (1.1) H других требований к псевдоградиент-
ному отображению.

Т е о р е м а 1.10. Минимальное по включению псевдоградиентное
отображение обобщенно дифференцируемой функции совпадает с суб-
дифференциальным (обобщенно градиентным) отображением n0 Клар-
Ky (§ 2) этой функции.

Д о к а 3 а T е л Ь с T B o. HaHOMHHM, что, согласно теореме 1.1,
обобщенно дифференцируемая функция f(x) является локально лип-
шицевой‚ поэтому для нее определен субдифференциал Кларка 61‘ (x),
который представляет собой множество таких векторов g 6 En, что для
любого направления d E Е„ имеет место

(g, d) < пт sup 11 (у + 10—10111“.
6—)0 1y—x] \0

G} (x) =
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Для g E _ді (х) B силу теоремы 1 .7 H полунепрерывности сверху 0, мо-
жем HaanaTB

(g. ‹і)<іігзйёи'і')? (g (11 + Ха) ‹і)<Ёир(g. d)

Где _ _ _

g(y + kd)EG,(1/+ ш), о<ж<ж<а

В силу выпуклости H замкнутости G, (x) H произвольности d отсюда
следует, что

ді (х) C 0106)—

Тоща ді вместе с G, удовлетворяет разложению (1.1). Кроме того,
ді (х) —непустые ограниченные выпуклые замкнутые множества, а
отображение x —-› ді (х) полунепрерывно сверху (§ 2). Следовательно,
ді — минимальное по включению псевдоградиентное отображение для
f (x). Теорема доказана.

В следующих далее утверЖДениях устанавливается связь меЖДу
обычной H обобщенной дифференцируемостью функций.

Теорема 1.11. Пусть і—обобщенно дифференцируемая функ-
ция, 6‚—ее псевдоградиентное отображение. Если в точке x мно-
жество 6, (х) состоит из единственной точки, то функция f диф-
ференцируема в x (no Фреше и n0 Гато).

Доказательство. Обозначим 3(х)=6‚(х). Для f справедли-
во разложение (1.1), которое представим в следующем вице:

W) = W) + (606). y— x) + (g— g(x). y— x) + 0013.11.61.
где g E G, (у). Заметим, что слагаемое

г(х‚ y)-=-(g— g(x). y—x) + O(x. y. g)
фактически не зависит от g.

Таким образом,

f(y) == W) + (g(x). 6-10 + r (x. у)-
Справедлива оценка

hmwl миля!„у_„„< Ёирш|—|6(x) gll+g§gf13w———“y_x” .

откуда при фиксированном x B силу полунепрерывности сверху G, H
условия (1.2) получаем

lim ——'(x’y) =0
„„„ lly—xll ’

T. e. функция f (x) дифференцируема в точке x по Фреше, а следова-
тельно, и по Гато. Теорема доказана.

Л е м M a 1.1. Пусть f (x) (x E E1)—0606u1611110 дифференциру-
емая функция от одной переменной. Введем функцию разрыва градиента

d(x)= sup g— inf g
660,011) 6601011
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Тогда для любого & > О и любого ограниченного множества K с E1
множеств точек е-разрыва градиента {xE K Id (x) >в >О} конечно.

Д о к а 3 a T е л B с т в о. Предположим противное. Toma существует
такая бесконечная последовательность точек {xk}, что xk EK H d (x5)

k
>е>0. Выберем подпоследовательность x з—нс (s = О, 1,...). Пусть

gf5= sup g, ggs= infk g.

g60f(x 8) gEGf(x 5)

B силу обобщенной дифференцируемости f(x) HMeeM
ks k ks ks k

W )=i(x)+(615. x —x)+0(x.x ‚гг),

№”) =11x1+ (вёз, x1. — 0+ 0 (x. х*й g1“).
причем

k k
. . 0 (x1 x s, g2s) = О
11m k = 11111 k
s—voo s sИх —xll 5"“ llx —xll

k k
0 (x, x 5, gl‘)
  

Отсюда получаем
k k k k k k k

(615—625. x S—x) = O(x. x S. 825) —0(x. x 8,81“)

H приходим к противоречию:
k k k k

|0(x1xs»g18)| 10(x1xs.g2s)l
  8<ng—g§‘< k k

llxs—xll llxs—xll

an s —› оо. Лемма доказана.
С л е д с T B H e 1.5. Для обобщенно дифференцируемой функции

f (x) (x E E1) от одной переменной множество точек неоднозначности
(разрыва) ее псевдоградиентного отображения G, (x) 116 более чем счетно.

Действительно, множество А точек разрыва псеВДоградиента можно
представить в выде счетного объединения конечных наборов точек

=13 {xEE1llxl<i. d(x)>-;-}-
і‚і=1

О 11 реде ле H He 1. 5. Диаметром множества G c Е„ в направ-
лении l E Е‚, называется величина

d, <!) = sup1g. 11—in11g. 1)-
860 8'60

Легко видеть, что функция d0 (1) выпукла по l.

O п р е де ле н H е 1.6. Диаметром множества G c: Е„ называется
величина

d0 = 511911181— 8211131, g2 ЕС}.

Нетрудно убедиться, что

% = sup {d0 (1)1111” < 1}—
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Л е м M a 1.2. Для того чтобы множество G C E‚, состояло 113
единственной точки, необходимо u достаточно, чтобы для некоторой
системы n линейно независимых направлений {!,-} было d0 ([,) = О (1':
= 1, …, n).
Д о к а 3 a T е л B с T B 0. Необходимость очевидна. Докажем до-

статочность. Ясно, что

dG(—l,-)=O, 1': 1,...,11.

Для любого направления 1 EE,, справедливо представление

l: Salli: 2 lail [iSigIlOLl-,

i=1 i=1

где
1. 01> 0.

sigma: 0, 01: 0.
——l, 01<O.

B силу выпуклости функции dG(l) HMeeM

do (1) < 2 1a, I d6 (1.- sign on.) = 0.
i=1

do: зир{сіа(1)11|1||< 1} = 0.

T. e. G состоит из одной точки. Лемма доказана.
Т е о р е M a 1.12. Множество псевдоградиентов G, (x) обобщенно

дифференцируемой функции f (x) (x E E”) почти всюду в Б„ состоит из
одной точки, и, следовательно, обобщенно дифференцируемая функция
почти всюду дифференцируема (n0 Фреше 11 n0 Гато), а 66 градиент
непрерывен на множестве, где он определен *).

Доказательство. Пусть векторы l,- (1' = 1, ..., n) являются
ортами координатных осей в В„. Обозначим через d (x) диаметр мно-
жества 6‚(х)‚ а через d(x, 1) его диаметр в направлении l ЕЕ… В силу
леммы 1.2 множество

Следовательно,

А = {xEEn|d(x)>O}

точек неоднозначности псевдоградиентного отображения О, (x) пред-
ставимо в виде

А = u А„ A,={xEE,,|d(x, 1,.)>0}.
l:

‚
_

Определим множества

Aij=1x€En1d(x,li)>l/1}: j: 1121'"
 

*) Отображение g (x) называется чепрерывным на множестве Х, если для

любых xEX H {xk} —›х (xkEX) имеет место g(xk) —>-g (x).
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Очевидно, что А = U A,,-. Легко показать, что функция d(-, !,) полу-
і.1

непрерывна сверху; поэтому множества AU- 3aMKHyTB1 H, следовательно,
измеримы по Лебегу в В„. Введем множества

Km: {xEEnlmax |x(s)1<m}’ Ai1m= АііПКт°
IssSn

OHH также замкнуты H H3MepHMBI. Имеем А = U Aijm.
i.1‘.m

Покажем, что мера Лебега множеств Aijm paBHa нулю. Определим
гиперплоскость

Hi=1xEEn1(x1 11):; 0}-

0, x
Для точек

x = (xm’ * x(i—l)’ (1+1)’ ' х…) ЕН!

обозначим проходящие через x прямые

п‚‹х›={х+м‚|—оо<ж<оо}.
Пересечения Ні H 11, (x) с кубом Km обозначим через Him H 1'1,,,,(x)
соответственно. Рассмотрим множества

Aiim (X) = Aijm П Him ()6).

Легко ВИДеть, что они являются множествами точек разрыва псевдо-
градиента для обобщенно дифференцируемой функции

‹р‹ж›=і‹х+мі›‚ |ж|<т.
Согласно лемме 1.1, множества Aijm(x) конечны или пусты; следова-
тельно, их одномерная мера Лебега равна

НіАііт (Х) : 0

По теореме Фубини п—мерная мера Лебега имеет вид

инди… = S 11,A,,,,,(x) 111,,_ldx = 0.
'т

В результате получаем l

инд = Z1 инди… = 0-
i,j,m

Таким образом, почти всюду в Е„ отображение G,(x) однозначно H не-
прерывно (т. е. полунепрерывно сверху H снизу). Отсюда в силу георе-
мы 1.11 следует, что обобщенно дифференцируемые функции почти всю-
ду в Б„ дифференцируемы (по Фреше H по Гато), H их градиенты непре—
рывны там, где они определены. Теорема доказана.

Теперь докажем для обобщенно дифференцируемых функций
обобщенную формулу Ньютона — Лейбница. Отсюда будет следо—
вать, что обобщенно дифференцируемая функция определяется
любым своим псевдоградиентным отображением с точностью до
константы.
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Т е о р е м а 1.13. Пусть f (x) (x E En) — обобщенно дифференци—
руемая функция, g (x) — произвольное однозначное сечение псевдогради-
ентного отображения G, (x), т. е.

g (x) Е 61 (x).

Тогда имеет место интегральная формула

1

1(x+h)—1(x) =S(g<x+th>. hm.
0

где интеграл понимается в смысле Лебега.
Д о к а 3 а т е л ь с T B о. Рассмотрим функцию

1

(P(x.h)=Sf(x+1h)dt
0

H вычислим ее произвшную (p;l (x, 11) no направлению h двумя спосо-
бами. С одной стороны,

(PE. (x. h) =aLimo % [Ф (х + ah. h) — ‹р (x, п)] =

=limo—[S1(x+t'h)dt'— S1(x+th) d1] =1(x+h)—f(x).

C другой стороны,

1
010,12): 113-105:[f(x+th+ah)—f(x+th)]dt. (1.20)

Здесь очевщно, что подынтегральная функция ограничена по модулю
константой Лившица при tE [0,1] равномерно по a E [0, 1]. B силу
обобщенной дифференцируемости f(x) справедливо представление

3L111x+th+ah)—1(x+th)1 =

=<В‹х+т+ош)‚п)+%,-о(х+т‚х+т+№ г(х+т+°°’1))›
причем

lim —L.o(x+th x+th+ah g):
a—v+0

Ф“) = і(х+ 1h). t610.11.

согласно теореме 1.6, является обобщенно дифференцируемой; ее псев-
доградиентное отображение задается формулой

0,, (t) = {(6. h) I g Е G; (x + т)}.

Функция
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Согласно следствию 1.5, отображение G¢(t) почти всюду на 10, 11
однозначно H, следовательно, непрерывно. Отсюда следует, что почти
для всех tE [0, 1]

lim (g(x + th + och), h) = (g (x + th), h).
a4+0

Теперь, согласно теореме Лебега, предел в (1 .20) можно внести под знак
интеграла. Таким образом, получаем соотношение

1

11x+ 111—1111) = 111x. 11) = ((g(x +111). wait.
0

TeopeMa доказана.
Лемма 1. 3. Пусть 1°, (x), f2(x) —обобщенно дифференцируемые

функции и G), (x), G), (x)— их псевдоградиентные отображения,
причем

01. (x111 GB (3‘) # И
для всех xEX (X —выпуклое множество). Тогда

1100—1201) = const.

Д о к а з а т е л ь с T B 0. Согласно теореме 1.6, функция

f(x) =13 (10—12(11)

является обобщенно дифференцируемой, а ее псеВДоградиентное ото-
бражение задается формулой

0; (х) = {g 6 En | g = 61 — 62. 61 E 01. (x). 32 6 G1, (х)}-
Так как

Gr. (x) П 01, (x) =15 И ‚

то отсюда следует, что 0 E G, (x) для x E Х . Покажем, что в таком слу-
чаеі (х) = const при x E Х. Действительно, по теореме 1.13 для любых
x, y E X HMeeM

l

101=11x1+ {(давно—х)» y—x1dt.
0

Где
g(x+ t(y_x))EGf(x+t(l/_x»-

g(x+t(y—x))EO,
получаем f (y) = f (x). J1eMMa доказана.

С л е д с т в H e 1.6. Обобщенно дифференцируемая функция опре-
деляется любым своим псевдоградиентным отображением c точностью
до константы.

С л е д с T B H е 1.7. Полугладкая функция определяется своим
субдифференциалом с точностью до константы, поскольку она явля-
ется обобщенно дифференцируемой, и 66 субдифференциал можно взять
в качестве псевдоградиентного отображения.

Полагая
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В заключение параграфа уточним связь между обобщенно диффе-
ренцируемыми и полугладкими функциями (см. определение 1.4).

O п р е д е л е н и е 1.7. Функция называется обобщенно диф-
ференцируемой в узком смысле в области, если она обобщенно диффе—
ренцируема в области и имеет производную по любому направлению в
каждой точке области.

Т е о р е м а 1.14. Как классы обобщенно дифференцируемые в уз-
ком смысле и полугладкие функции совпадают.
Д о к а з а т е 11 ь с T B 0. Пусть f (x) — полугладкая функция.

Согласно теореме 1.4, она является обобщенно дифференцируемой.
Покажем, что f (x) имеет производные по направлениям

ii (x; d) = “m [f (x + МС!) ——і(Х)]/)\«д°
Мд->+0

В силу теоремы 2.9 можно представить

[) (x + ма!) —i mm = (E, d). E е 01°(x + 6M).
о<е„<1.

Положим

у“ = x + Элл, (у“ — xvu yk— x п = d/Il dll-

По определению полугладких функций существует 1im(§k,d),11,c11e-
k-roo

довательно, существует производная по направлению f’ (x; d). Итак,
полугладкая функция является обобщенно дифференцируемой в уз-
ком смысле.

Пусть теперь f (x) обобщенно дифференцируема и имеет производ-
ные по направлениям в каждой точке. Покажем, что она является полу-
гладкой. Согласно теореме 1.1, f (x) локально липшицева, а, согласно
теореме 1.10, ді (х) есть ее псевдоградиентное отображение. Пусть

yk-+ x. я“ E 0f (чЁ),
причем

(И —— x)/|| у“ — x ll +4.
Справедливо разложение

№“) = f(x) + (g’i y"— x) + о‹х‚ у’і gk),
1? * k

1' k, Ц: k ___1° M.mg ……) 151<М> .122 „у……
Последний предел существует и равен производной функции f по на-
правлению d. Действительно, примем

0% = (yk—x’ d)

откуда

и представим

yk=x+hhd+fh.
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Нетрудно проверить, что

1,.—>0. rk/xk-w, Ilyk—xII/M—H-

 

 
 

Тогда

. і‹у*›—і‹х› . [і<х+№>—і<х> M.11111 ———_= 11m
km Ilyk—xll km "1 Ну“ —x|l +

+ f(x+}\,hd+fh)—f(x+;\hd) Ah. ] = “m f(x+}"hd) "'f(x)

9» k _ A 'h Пу xll іг—юо k

Мы показали, что предел скалярных произведений lim(gk, d) всегда
k—voo

существует; следовательно, і(х)—полугладкая функция. Теорема до-
казана.

Итак, как классы полугладкие и обобщенно дифференцируемые
в узком смысле функции совпадают. Разница между ними заключается
в способе определения обобщенных градиентов. Для полугладких
функций используются готовые обобщенные градиенты Кларка, или,
если смотреть с позиций теоремы 1.10, минимальные в определенном
смысле обобщенные градиенты. Однако, как видно из результатов это—
го параграфа и будет подтверждено в дальнейшем, полезно рассмат-
ривать не только минимальные, но и более широкие обобщенно гра—
диентные отображения. Например, это позволяет построить исчисле-
ние псевдоградиентов, которого нет для минимальных обобщенных
градиентов Кларка. Кроме того, переход от полугладких к обобщен-
но дифференцируемым функциям позволяет без какого-либо ущерба
ослабить требования к дифференцируемости рассматриваемых функ—
ций. И наконец, важным моментом является переход к разложению
(1.1), из которого, собственно, и следуют все результаты.

§ 2. Сглаживание функций и основные свойства
локально липшицевых функций

Успешный прием, с помощью которого исследуются локально лип-
шицевы функции и развиваются численные меТОДы их решения, связан-
с рассмотрением предельных экстремальных задач такого типа: име-
ется последовательность функций f (x, 06), которая сходится при ос —›
=> 0 к f (x); требуется, обращаясь только к функциям последователь-
ности f (x, ос), найти минимум f (x) B области Х . Операция предельного
перехода может портить некоторые хорошие свойства функций f(x,
ос), что характерно для задач аппроксимации, когда «плохая» по каким-
то причинам функция приближается последовательностью «хороших».
В таких случаях возникает интересная задача оптимизации предельной
функции f(x) с использованием информации о членах последователь-
ности [ (x, ос).

В этом параграфе изучение ряда свойств локально липшицевых
функций проводится на основе исследования свойств сглаженных
функций f (x, ос), сходящихся при ос => 0 к [ (x). Искусственное усред-
нение функции f (x) позволяет во многих случаях сгладить и умень-

29



шить ее колебательный характер. На практике наиболее часто приме-
няются линейные операторы усреднения

f(x. a)=£§ha<u)f(x+u)du.

где ha (и)—весовая функция (ядро оператора), и EEn, a—HeOTpHua-
тельный скалярный параметр.

В теории обобщенных функций рассматривается бесконечно диф-
ференцируемая функция

(1.

f(x, a) = `1`о)од(и);°(х + u)du,
_а

где
a2

…и): “%%—№) ”К°“
O, |и1>ос;

Ca выбирается из условия

Ёша(и)сіи = 1.

В настоящей книге изучаются сглаженные функции следующего
вида:

a a

S...S f(x+y)dy1... ау… (2.1)
—a

m a) = —'—
(2a)"

Класс локально липшицевых функций чрезвычайно широк; он ох-
ватывает практически все изучаемые в математическом программиро-
вании классы непрерывных функций. Вместе с тем локально липшице—
вы функции сохраняют ряд полезных свойств, которые позволяют ввес-
сти понятие «обобщенный градиент» и построить численные процедуры
определения стационарных точек.

Л е M M a 2.1. y локально липшицевой функции частная производ-
ная

ді(х)/дх‚—‚ z: 1, n,

существует всюду, за исключением множества меры нуль.
Д о к а 3 a T е 11 b с т в 0. Из того, что функция удовлетворяет ус—

ловию Липшица, следует, что она абсолютно непрерывна по каждой
переменной xi (1' = 1, ..., n) 11p11 фиксированных остальных перемен-
ных. Напомним определение абсолютно непрерывной функции.

Пусть на отрезке [а, b] задана конечная функция g (t). Если для
любого е>0 существует такое 6 >О, что для любой конечной систе-
мы взаимно непересекающихся интервалов (a1, b1), ..., (ат, bm)

2(bi— аі)<д
i=1
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И ВЫПОЛНЯЗТСЯ неравенство

2|81Ьі)—8(аі)|<8›
і=1

то g (t) абсолютно непрерывна.
Абсолютно непрерывная ункция обладает следующим свойством:

почти всюду в отрезке 1а, b (T. e. за исключением множества меры
нуль) существует конечная произвщная. Таким образом, у локально
липшицевых функций почти всюду по переменной xi (1' = l, ..., n)
существует частная производная ді (х)/дхі. Отсюда по теореме Фубини
о произведении мер [58] f (x) имеет почти ВСЮДу в Б„ обычную частную
производную ді (х)/дх,. (i = l, ..., n).

Оказывается, что результат леммы 2.1 можно усилить.
Т е о р е M а 2.1. Локально липшицева функция дифференциру-

ема почти всюду, т. e. Vf (x) существует всюду, за исключением мно-
жества меры нуль.

Этот факт известен как теорема Радемахера 1178]; другое доказа-
тельство теоремы содержится B работе [55]. Ha основе этого свойства
понятие «обобщенный градиент ді (х) локально липшицевой функции
f (x) B точке x» первоначально было введено как выпуклое замыкание
множества точек у вида

у = Em Vf (xk),

где {xk} -—-последовательность‚ сходящаяся к x 11 такая, что f(x) диф-

ференцируема в каждой точке xk.
B дальнейшем мы будем пользоваться другим, во многих случаях

более удобным эквивалентным определением множества ді(х).
Локально липшицева функция может не иметь обычной производ-

ной по направлению

f’ (x: e) = 1133 [f (x + №) _- №№.

Обобщенная производная функции f (x) B точке x по направлению в,
обозначаемая f0 (x; e), определяется по формуле

f0 (x; e) = agirEHSIL'lp6 [f (x + v + M) — f(x + щи… (2.2)
1 v <

о<ж<д

Л е M M а 2.2. Функция e —› f0 (x; e) выпукла.
Д о к а 3 а т е л B с т B о. В силу теоремы 4.7 [109] функция f (x)

выпукла, если она положительно однородна и полуаддитив-
на, т. е.

10.x) = …х), 0<1.<oo.

f(x+y)<f(x) +f(y) vx. y.

Положительная ОДНОРОДНОСТЬ очевидна, а ПОЛУЗДДИТИВНОСТЬ вытекает
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из цепочки соотношений

f” (x: 61 + 32) = (15153 „зіъіірб [f (x + v + же, + №2) — m + aw). <
021:6

<№ „51336 [f (x + v + №, + №2) ——f(x + v + №№ +
о<ж<о

+1313 $1135 [f (x + v + №2) —/° (x + от?» = f” (x: 61) + Р (x; 62)-
ъ ”2k:6

O 11 р е д е 11 e H 11 е 2.1. Обобщенным градиентом функции f (x)
B точке x, обозначаемым ді (x), называется субдифференциал выпуклой
функции f0 (x; -) B Hy11e,T. е. yE ді (х), если

[‘0 (x;e >y(, e) Ve. (2. 3)

Следовательно, множество )ді(x))BB111yK110 11 замкнуто, а в силу не-
равенства |f°(x; e) I < L || е|| и ограничено.

Из неравенства (2.3) следует, что если f(x) дифференцируема в
точке х, то

vi ()6) E ді (x)-
T e о р е M a 2.2. Справедлива формула

f0 (x; e) = max (y, e). (2.4)
уЕдНх)

Д о к а 3 a T е л B с T B o. Согласно теореме 13.1 монографии [109],
каЖДое выпуклое множество М определяется своей опорной функцией

sup(y, e), где е—произвольный вектор. Это означает, что hEM тогда
уем
11 только тогда, когда

(h, e) < sup (y, 6) ve. (2.5)
yEM

Помимо этого, если на множествах М1 и M2

sup(1. e) = sup<y. e). (2.6)

то M1: [1712. Поэтому формула (2. 4) следует из соотношений (2. 3) 11
(2 5)

TeopeMa 2.3. Пусть А — выпуклое замкнутое множество.
Тогда

ді(х)сА‚
если

i°(x; е<)\тЁхш, е) ve. (2.7)

Д о к а 3 а т е л ь с T B 0. Если существует некоторый вектор у 65 A,
yE 0f (x), то по теореме ОТДелимости найдется такой вектор г, что

max (6, u) < (e, y).
uEA

Но это неравенство противоречит` (2.7).

32



Другое эквивалентное определение множества 6f (x) заключается
в следующем.

Т е о р е M a 2.4. Множество 0f (x) есть выпуклое замыкание мно-
жества всех точек вида

в = limmvf ос"),

еде {x}— последовательноспш, сходяйщаяся к x и такая, что f(x)

дифференцируема в каждой точке x.
Доказательство. Обозначим М = coG. Легко заметить, что

множество М выпукло 11 ограничено. Его kSaMKHYTOCTb следует из замк-

нутости множества G. HycTB {y}E G 11 у” —› y. Нужно показать, что

y E0. Для каждого номера k найдется такая точка xk, что

|| y" — vf (xk) ll < l/k. || х*— х||<1//г‚

причем в точках x = х,? функция f(x) дифференцируема. Поэтому

Ну— \7і(х*) || < Ну—у’Чі +l|y"—vf (x")|| <Ily—ykll + We.

Ily—Vf(xk),1—>0 при іг—›оо,

откуда следует, что у E G.
Первоначально в работе [145] множество обобщенных градиентов

локально липшицевой функции определялось как 0f(x)-=coG.I'Ip1_1_
таком определении ді (х) было показано, что

f“ (x. e) = max (11. e). (2.8)
yEcoG

Отсюда, сопоставляя соотношения (2.4), (2.6) и (2.8), получаем утверж-
дение теоремы.

Важное свойство заключается B замкнутости точечно-множествен—
ного отображения x —-› ді (х).

T e о р е м а 2.5. Пусть

е‹х*›еді‹х"›‚ x"—>x, “!>—›;-
Тогда g E 6i (x).

Доказательство. По определению имеем

і° (x1. e) > (g (x’), e).
Поэтому существуют такие 0" EB" 11 ?… > O, что

+[№ + v. + 11e1—1(xk + 031 > (g (x1). e) — + .
в

где
|| 0“ || + ?… <1/k.



Так как (g (xk), е) сходится к (g, e), то из последнего неравенства BB1-
TeKaeT HepaBeHCTBo

f“ (x; е)) (g, е).

Поэтому по определению обобщенного градиента g E 0f (x), что и тре—
бовалось доказать.

Т е о р е м a 2.6. Если f (x) ——выпуіслая функция, то множество
0f (x) совпадает с обычным субдифференциалом для f (x).
Д о к a з а т е л B с т в о. Известно, что у выпуклой ункции су-

ществует производная по направлению f'(x; e), для к орой '

„ (x; е) _ nlax (И, 8)»

yEOflx)

где 0} (х) — субдифференциал. Из условий (2.4), (2.6) BBITeKaeT, что
для доказательства достаточно показать равенство

гшл—Рич.

гшл<лше

очевидно. Для выпуклой функции выполняется теорема о среднем

Неравенство

 і‘х+”+^;_>"“"+°) =(g(x+v+t1.e), e), о<г<1.

g(x+ v +11e)65;(x+u+t1.e).

откуда в силу замкнутости отображения х—› 5} (х) выполняется нера-
венство

f° (x: e) < т^ах (y. e) = f’ (x: 6)-
yeaflx)

Рассмотрим теперь вопрос, связанный с применением обычных опе-
раций сложения и умножения локал’ьно липшицевых функций.

Т е о р е м a 2.7. Если функции f, (x) и f, (x) удовлетворяют ло-
кальному условию Лапшина, то

fs“) = f1(x)=tfa(x). ,А") =]1(Х)і„(х)

также принадлежит этому классу.
Д о к а з a T е л B с т в 0. Пусть L1, L, —- константы Липшица

gyuxunfi f1, f2 относительно произвольного ограниченного множества
. Мы должны показать, что функции is, f, удовлетворят в S усло-

вию Липшица.
Для [, справедливо выражение

“@)—"1001 = If1(x)ifa(x)—f1(I/):Ffs(y)|<

<|)'1(х)—і1(у)| +1:1:1'‚(х)=1=і‚(у)1<

<L1||x-H||+L2||x—yll =Ь11х—1111.
где L 3L1 +1...
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Пусть а1_ 11 а2-_—верхние границы функций |f1(x)|, [1‘2 (x)| на

множестве S, где 8—замыкание S; L = max {L1, La}. Тогда

|f4(x)—f4(.l/)l = |f1(x)fa(x)—f1(y)fa(y)| =

= |f1(x)fa(x)_f1(x)fa(y) + f1(x)f2(y)_f1(y)f2(y)l<

<|і1(х)|Х|і„(х)—і„(у)| +|і„(у)|>‹|і1(х)—і1(у)|<

<а1Ь,||х—у|| +a2L1llx—yll<(a1+02)Lllx—yll.
где x, у E S.

T e о р е м а 2.8. Справедлива формула

д (А (x) + ія (16)) C ді; (x) + дія (x)- (2.9)

Д о к а з а т е л B c T B о. Воспользуемся теоремой 2.3. Пусть

A = дд (x) + діа ()6)-

max (и, e) -= [?(х; е) + 1‘3 (x; e).
u€011(x)+0f.(x)

Тогда

Осталось заметить, что

0, + і„›° (x: e) <1? (x: e) + 131x: e).
Легко видеть, что B соотношении (2.9) может иметь место строгое

включение.
Весьма успешный прием, с помощью которого удается вывести

ряд других интересных свойств локально липшицевых функций, со-
стоит B аппроксимации функции f (x) последовательностью сглаженных
ункций f (x, a), сходящихся к f (x) 11p11 a —› 0. Исследуем функцию
(х, a) вида (2.1):

f(JC, 0‘) :
 

1)“ Ё… §f(x+y)dyl...dyn,
(2a _“

Где a > 0.
Ниже мы часто будем пользоваться следующим фактом.
Л е м M a 2.2*. Последовательность функций f (x, a) в любой огра-

ниченной области пространства Е„ равномерно сходится к f (x) при
a + 0.

Доказательство леммы естественным образом следует из соотноше-
ний

I(x.a)= 1 S...S[f(x+y)—i(x)ldy+f(x)<f(x)+Vr7La.
(2a)"

где L — константа Лившица функции f (x).
f Сф‹))рмулируем важные дифференциальные свойства функции

(х, a.
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Л е M M а 2.3. Градиент функции f (x, a) в точке x определяе тся по
формуле

(l

ути 0c) = 75-2!)— 1 f Vf(x+y)dy- (2-10)
_а, —a

Доказательство вытекает из теоремы Лебега о предельном перехо-
де под знаком интеграла.

Л е м M a 2.4. Градиент функции f (x, a) в любой ограниченной об-
ласти пространства. Е„ удовлетворяет условию Липшица с констан-
той L = C/a, где С —некоторая постоянная.
Д о K a 3 a T е л B с т в о. Частная производная ді (x, ос)/дх1 оп-

ределяется выражением

 

ді(х‚а.) : _д_ 1 “ “ __
дхі 6х1 (2a)" _В; _); f(x + у) dy _

д l x1+a xn+a d

=a—le—S …; f(y)y=-
xl—a xn—a

xa+a xn+a

1 S S [f(xl‘l‘a’yz"°°’yn)_f(x1—a1y21”Hynndyz'den:= n

(201) х2—а xn—a

 

= (2:1)" S... S”051+“,x2+za’°--’xn+zn)_

—і(х1 —01, x, + 22, ..., х„ + 2n)] dz, аг… (2.11)

которое следует из формулы дифференцирования интеграла по верх-
нему пределу. Аналогично вычисляются остальные частные произ-
водные.

Согласно формуле (2.11), частная производная ді (x, ос)/дх1 удов—
легворяет условию Лившица с константой L = C/oc, T. e.

д ‚ д ‚ С
___—;да“) ————ff§:1a) <E'llx—HH-

 

Отсюда в свою очередь вытекает, что
С _

11v1<x.a>—vi(y.a)1< Х“ |1x—yll-
Формулы (2.10), (2.11) показывают, что существуют два способа

вычисления градиента сглаженной функции: при ОДНОМ Vf (x, a) опре-
деляется градиентами функцииі (х), при другом — через конечные раз-
ности f (x). Эти формулы окажутся полезными при построении числен-
ных методов минимизации липшицевых функций. В соответствии с
ними будут обоснованы два типа мет0дов‹: конечно—разностные методы
и методы обобщенного градиентного спуска.
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В дальнейшем часто используется следующая характеристика гра»
диента функции f (x, a).

Л е м M a 2.5. Пусть 01,,» 0. Для любого е> 0 существуют такие

6(x) >0 и номер Ё, что для всех точек у таких, что ||у—х|| <
<6, npu k2 Ё выполняется неравенство

P(Vf (y, ah): д, (х)) 2.321333%)“ Vf (y, ah) _ g [I < 8

Д о к а 3 а т е 11 B с T B о. Предварительно покажем следующее:

для любого & >О найдется такое 6 >0, что для всех точек у, B ко-

торых функция f (x) дифференцируема и таких, что Ну —х||<б, име-
ет место неравенство

Муди) ді(х))<8-

Предположим противное: существует такое в, что для любых 6

найдутся точки y, ||у—х||<б, для которых p(Vf (y), ді(х))>е.

Тогда предельные точки последовательности vf (y) 11p11 б—›О не при-
надлежат 6f(x).TaK11M образом, получаем противоречие с определением
множества ді (х). Выберем требуемое в условии леммы значение 6 =

=6/2, а номер k таким, чтобы овд<б/(2 V12) при k>k. Применив
лемму 2.3, получим утверждение леммы.

Следствие 2.1.

1.1112 р (Vf (x. ah). ді (х)) = 0-

Лемма 2.5 означает, что при ah => 0 градиенты сглаженной функ-
ции f(x, ah), вычисленные в достаточно малой окрестности точки x,
11p11 достаточно больших k близки к множеству обобщенных градиентов
функции f (x) B точке х. Это свойство играет большую роль при иссле-
довании сходимости численных методов минимизации липшицевых
функций.

Лемма 2.6. Пусть

{хй}_›х› Vf(xk.ah)->g. “),—>О, k—>-oo.

Тогда g E 61‘ (x).
Доказательство этого утверждения непосредственно вытекает из

леммы 2.5.
Продолжим изучение свойств локально липшицевых функций. Для

них справедлив аналог теоремы Лагранжа о среднем.
Т е о р е M а 2.9. Пусть точки х, у принадлежат выпуклому мно-

жеств1і из В„. Тогда существуют такие g E 61‘ (x + t (у —х))‚ t
E [0, 1 ‚ что

f(y) — f (x)= (3y —x)- (2.12)
(Можно даже утверждать [159] существование tE(0, 1).)
Доказательство следует из формулы о среднем для f(x, ah):

д.1!» осд)—і(х‚осд)=(7і(х+ід(у—х)‚ ah), y—x), 0<ід<1.

37



Перейдя к пределу при k _» оо в этом неравенстве и применив лемму
2.6, получим соотношение (2.12).

Многозначное отображение x —› ді (х) обладает интересной особен—
ностью.

Т е о р е м а 2.10. Следующие утверждения эквивалентны:
а) Mножество ді (х) состоит из единственного вектора g (x).
6) B точке х существует градиент Vf (x) = g (x), который непре-

рывен в x относительно множества точек, где он определен.
Д о к а 3 а т е л B c T B 0. Из условия 6) 11 теоремы 2.4 непосред—

ственно вытекает а). Покажем, что из а) следует 6). Существование
vf (x) B точке x c11e11yeT 113 соотношения (2.12) и замкнутости отображе-
ния x —-› ді (x), а непрерывность Vf (x) B точке x непосредственно выте-
кает из условия а).

Следующее свойство характеризует множество обобщенных гради-
ентов функции максимума.

Т е о р ем а 2.11. Пусть і, (х) (і = 1, …, т) удовлетворяют ло-
кальному условию Липшица. Тогда

c1>(x)= maXf1(x)
Isis":

есть функция из этого класса и справедлива формула

дср (x) C CO{0/‘1(x) I і E 1 (x) = … Ф (x) = f1(x)}}- (2.13)
Д о к а 3 а т е л B c T B 0. Пусть х, у — произвольные точки не-

которого ограниченного множества, для которого константа Липшица
функции Д (х) есть Ь, (і = 1, ..., т). Тогда

(P(x)=-fv(x)<fv(y)+Lvllx-yll<¢(y)+Lllx—yll.

vEI(x), L== max Ь,.
1<і<т

где

Так как :, у произвольны, справедливо 11 o6paT110e неравенство. Отсю-
да следует, что ф (х) удовлетворяет локальному условию Липшица.

Из формулы (2.12) вытекает, что

і‚(х+№)—іі(Х)
Х
 = (g‘(x+ Ме), e), 0<і< 1.

(2.14)
g‘ (x +t11e)E дд (x + [М), і = 1, …, т.

Так как множество {1‚ ..., m} конечно, то существует такая под—
последовательность {х‚}—› 0, s—> 00, что

ім, Е I (x + ме), ім == v. (2.15)

Легко заметить, что vEl(x). Если vEl(x), то і„(х)<ф(х)‚ и из
непрерывности [w (p для достаточно малых 1., следует`

!% (x + №) < Ф (х + №),
что противоречит (2.15).
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Пусть в точке x существует W (x). Поскольку отображение x —›-
—› 61' (x) замкнуто, то, перейдя K пределу при и, —› 0 B равенстве

‘РО‘+3’‚0)—Ф(х) _ [v (x+k.e)-—fv(x)

), _ ›, , 

из соотношения (2.14) получаем

V<1>(x) = 3" (x16 дд, (x)- (9- 16)
Пусть имеется последовательность x" —› x точек, в которых су-

ществует ch(x) 11 £1qu1(x") == g(x). Из соотношений (2.16) следует,

что
vcp (xk) 6 <9ka (x1). «1. е I (хг).

п
ОЭТОМУ g(x)60f1(x). 16! (x).

дФ (x) = ¢0{0f1(x) l і E 1 (16)}:
что 11 требовалось доказать.

Покажем, что в соотношении (2.13) может выполняться строгое
включение. Пусть )1 (x) == — | x |, f, (x) = x. Тогда

f (x) == max {1'1 (x). fa (Х)} = 1‘?
6H0) :- {l}, в то время как ді1(0) состоит из отрезка 1—1, 1].

Аналогичная ситуация складывается 11 для сложных функций. Обо-
значим через [01 от] матрицу размера nX m, і-й столбец которой
есть вектор v‘EE для і— 1, ...,m.

Теорема 2312. Пусть ],: Е‚,—›Е1‚ і— 1,...‚т и пусть
F: Em» Е1— локально липшицевы функции. Для хЕЁ‚, определим

Y (x) = (1‘1 (x): ‚шт), Ф (x) == F (Y (х)),

H(x) ==- со {3631. I3 -=- 13‘ ятие}.
3‘601‘106). і- l. m. @60F(Y(x))-

Тогда функция Ф (х) удовлетворяет локальному условию Липшица a
имеет место формула

дФ (х) : Н (х). (2.17)

Доказательство. По теореме 2.9

Следовательно,

г‹У‹я+о+Ае)_›—Р‹У‹х+°>> =<Ь,У‹х+о+же)—У(‚ч+0)>э 

где

560F(Y(x+v) + t(Y(x+v+M)—Y(x+v)))-
Точно так же

і1(х+0+№)—іі(х+°) “1135 3»

ЕТЕ ді‚(х+о+ где), {= 1, ..., т.



Следовательно, из определения f° (x; e) 11 113 теоремы 2.5 вытекает, что

f0 (x; e) < max (и, е).
иЕН(х)

Поэтому, применив теорему 2.3, получаем требуемое соотноше-
ние (2.17).

Формулы (2.9), (2.13), (2.17) показывают, что для липшицевых функ-
ций нельзя построить исчисления градиентов, как это имело место
для обобщенно дифференцируемых функций. Таким образом, в липши-
цевом программировании нельзя широко применять методы обобщен-
ного градиентного спуска. Поэтому важное значение приобретают ко-
нечно-разностные мет0ды‚ которые исследуются в последующих главах.

§ 3. Необх0димые условия экстремума

Выяснение необХОДимых условий экстремума важно по нескольким
причинам. Во многих случаях эти условия помогают предсказать
структуру оптимизационных мет0дов. Они играют большую роль при
исследовании сюдимости алгоритмов. Целесообразно при этом
вывести такие условия, которые были бы применимы к широкому
классу задач, чтобы не строить в каждом отдельном случае свои
соотношения.

НеобХОДимые условия экстремума B задачах минимизации обобщен-
но дифференцируемых и липшицевых функций в отличие от выпуклых
функций характеризуют только локальные свойства. Иными словами,
если в точке x = x* выполняются необходимые условия экстремума,
то, не делая никаких дополнительных предположений о поведении
функции, можно выдвинуть гипотезу о том, что в точке x = x* дости-
гается локальный экстремум f (x). B настоящем параграфе необходи-
мые условия для указанных классов формулируются B такой форме,
которая наиболее удобна для исследования ходимости методов мини-
мизации, рассматриваемых B дальнейшем.

Сначала мы кратко рассмотрим необходимые условия экстремума
в задачах математического программирования с обобщенно дифферен-
цируемыми функциями. Изложение будет носить, скорее, иллюстратив-
ный характер с целью показать принципиальную возможность BB1B0113
необходимых условий экстремума только из определения 1.1. В деталь-
ном исследовании здесь нет необходимости, поскольку оно будет про-
ведено далее для более общего класса локально липшицевых функций.
Дело в том, что обобщенно дифференцируемые функции являются ло-
кально липшицевыми. Более того, как показано в теореме 1.10, обоб-
щенные градиенты Кларка этих функций всегда являются и псевдо-
градиентами этих функций; поэтому необходимые условия экстремума
для задач с обобщенно дифференцируемыми функциями в терминах об-
общенных градиентов Кларка совпадают с необходимыми условиями
экстремума в терминах псевдоградиентов.

Рассмотрим следующую задачу:

f(x) —› шіп, h (x) < 0, (3.1)
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где f (x), h (x) —обобщенно дифференцируемые функции. Определим
многозначное отображение G: x —› G (x):

01(15): Щх) <01
001) = 60101 (x) Обь (х)}, 1101) = 0. (3-2)

G), (x), h(x)>0.

T е о р е м а 3.1. Пусть х* — точка минимума f (x) npu ограни—
чении h (x) < 0. Тогда

0 E G (x) (3.3)

(условие тина Джона). Если выполнено условие регулярности

inf{l|glllgEGn(x). h(x) = 0} = т>0›
то существуют такие А' >О, g;EG,(x‘). ggEGh(x‘), что

g; + №; = 0. № (х') = 0 (3.4)

(условие типа Куна — Танжера).
Д о к а 3 а т е л B с т B о. Условие (3.4) очевидным образом сле-

дует из (3.3). Условие регулярности вводится для того, чтобы коэффи-
циент при градиенте функции f (x), удовлетворяющей (3.3), не обращал-
ся в нуль. Ситуация, когда он равен нулю, как правило, не интересна,
так как в необходимых условиях экстремума не присутствует мини—
мизируемая функция.

Пусть h (x*) = 0 (случай h (x*) < 0 доказывается аналогично).
Предположим противное утверждению теоремы. Тоша в силу выпук-`
лости и замкнутости G (x"‘)

13(01001'»a min llgll= ||d||>0.
вест)

причем d E G (x"‘). B окрестности точки x = x"‘ справедливы разложе-
НИЯ

f(y) = f(x‘) + (в;, у — x’) + 01(x‘. y. 81):

h (y) = (8m у _ х') + 0h (х', y: Ел),
где

0106‘. 11. 3M! у — x‘ II —› 0.

0110‘.» y, Еп)… !! _ х' ”= 0

равномерно по у—›х'‚ по g,EG,(y) и по 3„Е0„(у'). Очевидно, что
отображение G 110Ka11BH0 ограничено 11 замкнуто; поэтому оно полу—
непрерывно сверху. Рассмотрим у = х' —— td, gEG(y), !>0. При
достаточно малых t B c1111y свойств функций 0, 11 о„ и полунепрерыв—
ности сверху G имеем

0106'» у, 8?) <1" dlla/3, о„ (х'‚ y. g.) < t“ d [12/3,

Р (& 00"» = min Ilg—g’ll < ll dll/3.
g’€G(X‘)

(g1 у — x') < —(2/3) 116111”-
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Тогда

f(x' - id) <і(Х') — i ll dlla/3, h(x’ — id) < — tll dll”/3.

что противоречит локальной оптимальности х*. Теорема доказана.
Рассмотрим теперь необходимые условия экстремума липшицевых

функций.
Т е о р е м a 3.2. Для того чтобы локально липшицева функция

f (x), x E Е… достигала в точке x -= x" локального минимума, необхо-
димо, чтобы

0 E 0f (x‘).

Д о K а 3 a T e 11 B с т в о. Предположим, что 0E д] (х*). По тео-
реме отделимости найдутся вектор а и число 3 >0, для которых (0,
¥I(x*)) < —e, где g (x"‘) —произвольный вектор множества ді (х*).
рименяя формулу Лагранжа, имеем

f (y. ah) = і(х'‚ ah) + (W (x' + 9 (у — х’). an). у — x’):
о<е<ъ

Рассмотрим точки у =- x"‘ + ta, t>0. Тогда в силу леммы 2.5,
если t достаточно мало,

(а› Vi (x‘ + 9 (y — x‘). оси)) < — е/2‚ k) Б.
Следовательно,

f (y. 011.) <і(х°‚ ah) —1.e/2.

Перейдя к пределу по ос„ —› 0 B этом неравенстве, получим

f(y) <. f (x') — 118/2-
Это соотношение п отиворечит тому, что x"‘ —точка локального ми-
нимума функции f x).

Рассмотрим задачу
Io (x) —› min (3.5)

hm<m і=ъ…т‚ am

где [„ (x) (v — 0, ..., m) удовлетворяют локальному условию Липшица.

Теоре ма 3.3. Если х’ — решение задачи (3.5), (3.6), то найдут-
ся такие числа 71.0, м>0 (! Е! (х'))‚ не все равные нулю, что

ызшм 2 ж‚і?‹х°:в›>о чаев…
{(!(х')

I(x') =«1111111) -= 0}.
Д о к а 3 a T e л B е т B о. Предположим противное: существует

такой вектор v, что для любых чисел А0, 71, > 0, 113 которых не все
равны нулю, выполняется неравенство

1013mm + g 11111; „>< o.
геи»)

при ограничениях

(3.7)
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Отсюда следует, что

f8 (x‘: v) < 0. f?(x‘; 0) <0. тени).
Поэтому для достаточно малых t> О

fo (x' + to) < мх’), L105. + іо) <ft (х') = 0» іЕЦх').

Таким образом, при Малых t> 0 точка х' + to удовлетворяет всем
ограничениям, так как в силу непрерывности f\, (x) (v = 0, ...,т) для
достаточно малых t

f: (x' + 10) < 0. № 1 (1").
a также

f0 (3‘. + w) < f0 (х.)—

Эго противоречит тому, что х* — решение задачи (3.5), (3.6). Теорема
доказана.

Из соотношений (2.4) 11 (3.7) BBITeKaeT, что найдутся Ао, ж, > 0, не
все равные нулю, для которых

?… max (g°,e)+ 2 )„ max (g‘,e)>0 VeEEn. (3.8)
Е.Ед’о‘х') i€l(x‘) дети‘”)

Л е м м a 3.1. Если выполняется неравенство (3.8), то

061,111,111) + 2 мало:). ‹з.9›
151w)

Д о к а 3 а т е 11 B с т в о. Рассмотрим выпуклое множество

Р = {10610 (x') + 2 мал ‹х°›} .
іЕКх’)

Пусть 0 E P. Тогда по теореме отделимости найдутся такие вектор a
11 число 3 > 0, что для любых

Н° E діо (x'). д‘ E 5f: (x'). і E 1 (!!°).
ВЫПОЛНЯЭТСЯ неравенство

1001.3") + Z Ma.g‘)< —в‚
1'6 I(x‘)

которое противоречит (3.9).
Теорема Куна —Таккера имеет место при выполнении допол—

нительного условия регулярности.
Т е о р е м а 3.4. Пусть выполняется условие: существует таков

d, что

f?(x': d)<0 `‹ііеіфс'). (3.10)
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Тогда существуют такие ж,; 0 (і = 1, ..., т), что

т

0 E afo (x‘) + Z (116/11 (х)
i=1

(3.11)
Міі(Х°)=0, і=1‚...‚ т.

Доказательство очевидным образом следует из соотношения (3.7).
Обозначим через А множество векторов A = (711, ..., ж…); 0, удов-

летворяющих соотношению (3.11). Из определения множеств ді0(х)‚
61‘,- (x) (i = 1. т) и замкнутости отображений х—› дд, (х) (v = 0, 1,...

..., т) вытекает, чтоА выпукло и замкнуто. Как будет показано ниже,
(3.10) является необходимым и достаточным условием ограниченности
А, т. е. B этом смысле является слабейшим из возможных условий ре-
гулярности.

Т е о р е м а 3.5. Условие (3.10) эквивалентно ограниченности мно-
жества А.
Д о к а з а т е л ь с т в 0. Пусть выполняется условие (3.10). Тог-

да из соотношения (3.11) и определения дд, (x) (v = 0, l, ..., т) выте-
кает, что

!% (x‘: e) + 2 И? (x: e) > 0 ve е Е…
і=1

1,20, 1,1,(x*)=0. i=1...,,m

откуда сразу следует ограниченность А.
Пусть теперь А непусто и ограничено. Образуем множество

М(х*)=со U д/З-(х’)
іЕ/(х')

11 покажем, что О&М(х'). В противном случае

0 = E alhi,

іЕ/(х')

(3.12)

ОЧЭС)» Ь‘Едмх'), Z @= 1-
1'€I(x‘)

Из соотношения (3.11) вытекает, что существуют такие М> 0, g°E

Eafobc'), Е‘ЕдЫх') (1'61 (x)), что

0=g°+ 2 №. (3.13)
1'El(x‘1

Умножив первое равенство в (3.12) на о >О 11 сложив с (3.13),
получим

0=g°+ 2 ‹ж.‹‚т‹+шл›. (3-14)
iE/(x‘)
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Положим

711(0) = 711+Ua1>0

для iEl(x‘) 11 111(0) = 0 для і&!(х'). Если 11,-(0)>0. то

Р‘ (o) = 111111411111 + почт) e 01.- (x1.
Поэтому из (3.14) имеем

0=g0+§11i(o)Pt(o).
i=1

Так как найдется ос,> 0 для lEl (x‘), то

)., (o) = )., + оос‚—+ оо при о—› 00,

что противоречит ограниченности А.
Поскольку 03M (x‘), то 110 Te0peMe отцелимости найдутся такие

вектор d 11 число е>0‚ что для іЕ! (х') имеем (d, 8‘)<—е для

всех g‘ едЫх'). Следовательно, і?(х'; d)<0 (161m). Теорема до-
казана.



ГЛАВА 2

МИНИМИЗАЦИЯ ЛИПШИЦЕВЫХ ФУНКЦИИ

БЕЗ ВЫЧИСЛЕНИЯ ГРАДИЕНТОВ

 

§ 4. Конечно-разностный метод минимизации
Липшицевых функций

В случае, когда требуется минимизировать негладкую функцию,
движение по обобщенному градиенту или B направлении разностной
аппроксимации градиента не дает, вообще говоря, монотонного изме-
нения ни самой функции, ни расстояния до точки экстремума. В связи
с этим возникает интересный вопрос исследования сходимости методов,
аналогичных конечно-разностным или градиентным, для минимизации
невыпуклых негладких функций.

`„С практической точки зрения ситуация, когда информация 0 rpa-
диентах недоступна, наиболее типична в задачах математического про-
граммирования. При минимизации функций градиентными методами
пользователю нужно подготовить п подпрограмм вычисления K0M110-
нент градиента. Если размерность пространства велика, то эта вспомо-
гательная процедура может занять значительное время. Кроме того,
B задачах большой размерности весьма непросто составить формулы
обобщенных градиентов. В гладкой оптимизации, если функция ана-
литически сложна, составляющие градиента аппроксимируются раз-
ностными соотношениями; например,

 vf (x)
" 11x+ae,)—11x)

N 2 a е,. (4.1)

!=!

Для негладких функций разностная аппроксимация (4.1) неприме-
нима, поскольку она приводит K несходящимся методам. В этом лег-
ко убедиться, рассмотрев следующий пример. Пусть каждая линия
уровня выпуклой функции — граница квадрата. При вычислении (4.1)
в левом нижнем углу квадрата получим нулевое значение, хотя все
еубградиенты B этой точке могут быть отличны от нуля. Вместе с тем
небольшое изменение схемы (4.1) приводит K T0My, что ее можно не—
пользовать B процессе поиска экстремума негладких функций.

Что касается градиентного метода

x"+‘ = х’° ——№ (x1). 3 (xk) 6 01‘0"). (4.2)
то применение его для минимизации липшицевых функций также не
гарантирует сходимости последовательности {xk} K стационарным точ-
кам f (x). Для функций этого класса направление —g (xk) не приводит
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K убыванию ни значений f(xk), H11 расстояния до точки минимума,
Поэтому вопрос выбора направления спуска B методах типа (4.2) ре—
шается иначе, чем для гладких 11 выпуклых функций.

Обоснование численных мет0дов минимизации локально липшице-
вых функций проводится следующим образом. Рассмотрим последова-
тельность сглаженных функций

1 х1+а хд+а

f(x,a)=-= (%)“ S S f(y,,...,y,,)dy,...dy,,. 

Как отмечалось B § 2, функции f (x, ос) равномерно B любой ограни-
ченной области из Еп сходятся K f (x) 11p11 a —-› 0. B031111KaeT Bonpoc:
можно ли B процессе минимизации использовать в качестве вектора
спуска градиент функции f (x, a) 11 KaK 11p11 этом изменять a, устрем-
ляя его K нулю, чтобы B пределе получить решение исходной задачи?

Переход K усредненным функциям f (x, a) важен еще тем, что по-
зволяет исключить влияние мелких локальных особенностей функции
f (x) и часто полезен для отыскания глобального экстремума при ре-
шении многоэкстремальных задач. Может оказаться, что функция f (x)
11MeeT множество локальных экстремумов, хотя есть и ярко выражен-
ный глобальный экстремум. Минимизация функции f (x) может 11p11-
вести K Одному из локальных экст емумов, минимизация же сглажен-
ной функции — дать хорошее при лижение K глобальному минимуму,
если B процессе вычислений изменять параметр a, устремляя его K ну-
лю (см. § 12).

B §2 6B1110 показано, что частная производная д] (x, оь)/дхд функции
I (x, a) вычисляется по формуле

д“ ) 1 x2+a xn+a

x! a = __“
оо ‘ Ц6x1 (201)" x — [f ()6; + 06, Ут- :Hn)я

 

__‚(хі _ at ya: ..., {Inn ау, ... dyn. (4.3)

Аналогично вычисляются 6f (x, a)/0x,, ..., д] (x, a)/6x,,.
Граднент функции f(x, a) можно выразить иначе:

1
vf(x. 01) ==Wl Ён (x + у) аш аи… (4.4)

g(x +у)6ді(х+у)—

Сложность использования Vf (x, a) B процессе минимизации f(x)
связана с т удностью вычисления многомерных интегралов B формулах
(4.3), (4.4 . Однако эту задачу можно решить вероятностнымн
методами.

Построим такой случайный вектор Н (x, a), что

МН (x, ос) == vi (x, a), (4.5)
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где М —знак математического ожилания. Легко заметить, что слу-
чайный вектор, удовлетворяющий (4.5), определяется по формуле

Н(х‚ 01) = 31-1— 2 [1021, x, + a, 12,) — f (L. x, —a, 31,)1 е„
i=1

(4.6)
Где 32,-(1' = 1, ..., n) — 11e3aB11c11MBIe случайные величины, равномерно
распределенные на отрезках ~ [xi — a, x, + a] (a > 0).

Взяв конечно-разностную аппроксимацию градиента сглаженной
функции f (x, ос), получим

” 1<Fc+4>—1<§)H(x.a) = 2 ‘2 ед. (4.7) 

i=1

Соотношение (4.7) отличается от (4.1) тем, что оно вычисляется B

c113 чайной точке x, выбранной (на основе равномерного распределе-
ния) B n-MepHOM кубе с центром B x и стороной 2a, 11p11qu

 

” і‹5‹`+Ае‚.›—і‹2›
ME A €1=Vf(x,a)+b,

i=1

где ||Ь||<УЕЬА/оь.
Если применить формулу (4.4), то вектор, удовлетворяющий (4.5),

есть

Н(х‚ a) = g(x). (4.8)

Формулы (4.6)—(4.8) приводят нас K рассмотрению конечно-раз-
ностных 11 градиентных мет0дов минимизации локально липшицевых
функций

xk'H = x" — pkH (xk, ah). (4.9)

где вектор Н (xk, ah) определяется по Одной из формул (4.6)— (4.8).
Чтобы не вводить нормирующих множителей, полагаем, что мно-

жество стационарных точек Х"‘ = {х*| 0 E 61‘ (x*)}, удовлетворяющих
необходимому условию экстремума, ограничено. Тогда без ограниче-
ния общности можно сказать, что последовательность xk, определяе-
мая по формулам (4.6)—(4.9)‚ принадлежит ограниченному множе-
ству.

Нетрудно заметить, что последовательность точек x" (k = 0, 1, ...)
11MeeT вероятностную природу. Как принято B теории вероятностей, слу-
чайные векторы x" ((0) (k = 0,1, ...) определены на вероятностном прост-
ранстве (9, 2, Р) (являющемся произведением пространств, B которых

выбрасываются точки х); (о обычно называют элементарным событием
этого пространства. В дальнейшем зависимость x" OT (0, как правило,
опускается.
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Исследование сходимости {11"} K множеству Х* : En проводится на
основе следующих достаточных условий [91], незначительно отличаю-
щихся от более общих условий, описанных B §8. Оказывается, что
предельные точки последовательности {xk} с вероятностью 1 (почти на-
верное) принадлежат некоторому множеству Х*‚ если с вероятностью
1 выполнены следующие условия:

1. lim || xk+1 (c0) — х“ (c0) || : 0. (4.10)
k—yoo

II. Существует такое ограниченное множество X (0))EEn, что

xk((0)EX((0), =0,l,... (4.11)

111. Для любой подпоследовательности x5 ((о), для которой

$1_і›гп xs(0)) = x’ (0))Q Х*‚ sES C {1,2, ...},

существует такое 6 (co), что для всех достаточно больших s 11 Bcex 6E

е (0, 5(3)]
11(3)=min{r|||x’—x5||>3,r>s}<oo. (4.12)

IV. Существует непрерывная функция W(x), для которой

m11/ (x35) ((о)) < lim 113/(x3 ((в)) = W (x’ (1.1)). (4.13)

V. Множество

“7* = {V(xHxEX"?

не содержит интервалов.
Наиболее важная особенность условий I—V состоит B TOM, что они

не требуют монотонного поведения всей последовательности {W (x’)}.
Условия 111, IV означают, что определенная монотонность наблю-
дается только на некоторых специальным образом построенных псд-
последовательностях.

Сформулируем теперь условия на величину шага 0,, 11 BB160p napa-
метров Ah, 01,, B формулах (4.6) — (4.8), при которых последователь-
ность {xk} сходится B yK33311110M смысле K множеству точек, удовлет-
воряющих необхоцимому условию экстремума.

Т е о р е м а 4.1. Пусть выполняются условия

29д=°°‚ ЕРЁ<®9

1:0 1:0

911/051». —* 0. Ah/ah “+ 0. I “1+1 — ah I/ph—> 0, 01;,» 0.

Тогда все предельные точки последовательностей {xk}, определяемых no
формулам (4.6)—(4.9)‚ с вероятностью 1 принадлежат множеству
Х* = {x*10 E 61‘ (x*)}.
Д 0 K a 3 3 T е л Ь с T B 0. Соотношение (4.10) непосредственно следует

113 условий теоремы 11 ограниченности Н (xk, och). Основную трудность
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представляет вывод соотношений (4.11), (4.12). Для простоты обозна-
чений доказательство проводим для случая (4.5).

Для сглаженных функций f (x, 01,) справедлива формула конечных
прнращений Лагранжа

f(xk-H, ah) = f(xkv ah) + (VIc (xk + g(xk-H “Х”), ссд), xk‘H "— дд),

ogwg l.

Ограниченные величины будем обозначать буквой С. Из леммы 2.4
следует

f (%*-1,0%) = f (xk10‘h) +

+ (Vf (Х“ + т (x"+‘ — x")10611) _ Vl' (155061) + W (xh1an)1 16“" _ *:*) <

< f (Х“, ah) + СРЁ/Одь _ Pk (V, (ха, ah): Н (хг, ah) _ Vf (хг, 05h) +

+ Vf (xk1au))<f (Х“, 0‘10— Ри || VI (х*‚ 0&1.) H' + Cpfi/ah +

+ 911W]c (xh, ah) — Н ($106101 Vi (16". тд)). (4-14)

Оценим величину |f(x. ak+1)—f(x, 01,.) l. Сделав замену переменных,
получим

1
n2

l

 

‚((х, “и) :

 

SI... Slf(x + akz)d21... dzn,
1 —1

l

[(х, ak+1) = 2!: 5 f(x + och+1z) dzl dZn.

-1 L
i
l
)
.
.
.

Следовательно, в силу того, что f (x) удовлетворяет условию Липши-
113, имеем

|I(x1a1+1)—f(x.a1.)l< G 1 a1 — 1,.“).
Из неравенства (4.14) вытекает

f(ka’ O‘1'e+l) < f (х"‚ “и) _“ Ри H Vf (”я ah) ”2 + Ph (71° (95", “п) “"'

— Heck. a1). vf (x1. a1» + C l a.. — …… I + sz/ah. (4.15)
Покажем, что выполняется условие (4.12). Пусть существует под-

последовательность {1cs (со)}—› х’ GX“. Тогда можно указать такие по-

ложительные числа s 11 б, для которых 26-окрестности точек х8 (s >

>;, sES) не пересекаются с Х*.
Построим B точке x‘I (8);) окрестность радиуса 6g3/2. Предпо-

ложим, что условие (4:12) не выполняется. Тогда все точки x", начи—

ная с некоторого 11213, содержатся в &окрестности точки x‘(s€S).
Поэтому из леммы 2.5 следует, что для точек x", находящихся в до-

вольно малой б-окрестностн точки x‘(s>s), для достаточно больших

номеров в выполняются неравенства

|| Vf(x". 0611)“) a > 0.
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Согласно условиям теоремы, начиная с некоторого номера k > s
имеем

С | ak _ ak+1| C9); 0“3

_<Т -912 “1;
 

Просуммировав неравенства (4.15), получим

f(xk+l105k+1)<

2 k k 2 Cla—a l Cp
<f<x51as)__(;_zpr—Zpr[—:—— r r+l _ r]+р, a,
 

f=IS r=s

+ 2 p,(w(xr.a,)—H(xr.a,).(7101.01.11$1311.)”; 2 p, +
7:! г=з

k

+ 2. Pr (71° (x'1 “т) _ H(x’1ar)1vf(x'1ar))- (4—16)

Воспользуемся следующим известным фактом [9].
Л е м м a 4.1. Если {(pk} — такая последовательность случайном

величин, что

2 МФЁ< оо,
k=0

mo последовательность случайных величин

2 (Pk _ M (Фи | Фт (Ри …, ‘Pk—l)
k=0

сходится с вероятностью 1.
В данном случае

(Pk = _ Pk (” (х’і ah)! Vf (xk: ah»!

M (<11 | rpm (Ри Ф,…) = — p11 llVf(x"1a1)ll’-

Следователъно, с вероятностью 1 сходится ряд

2 91(Vf (35°, 0%) _ H (xkv ah), Vi (xk1 “10)-
1:0

По условию теоремы ряд 2 pk расходится, поэтому, переходя к
k=0

пределу по /г—+ 00 в неравенстве (4.16). получим противоречие с огра-
ниченностью {f(x")}. Это означает, что справедливо соотношение (4.12):
найдется такой номер k(s) <оо‚ что k(s)=min {rl l|x'—x‘|l>6,f>s}.

Осталось вывести условие (4.13). Из соотношений

k(s)—l

хм” = 1cs — 2 р‚Н (х', 01,), || xk“) —— x5 || >6
Г=$
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получаем
lz(s)—l 6

2 о, > -C—.

Поэтому из неравенства (4.16) для достаточно больших s имеем f (х*“д,
щ…) { f (1155.013) —о2б/(4С)‚ откуда B c1111y равномерной сходимости
f (x, 01)—> f(x) следует

E; (W) < lim f (x5) — 020/(40), (4.17)
S—voo

что и доказывает (4.13). Таким образом, B качестве функции W (x)
выступает f (x).

Покажем теперь на основе выведенных условий (4.12), (4.13) схо-
димость последовательности {xk} K множеству Х*.

Для любых таких чисел а 11 b, что

T1617 №9) < а < Ь <lin1f(xs) : f(x’),
5-)“)

последовательность {f(xk)} nepeceKaeT интервал (а, Ь) слева направо
бесконечное число раз. Тогда можно выбрать две последовательности
точек {х’} (rER), {хр} (pEP), R,PC{1,2,...,k,...}, для которых

f(x’)<a1 f(x'+‘)>a.

f(x")>b1 f(xk)>a1 r<k<p-

Для простоты считаем, что последовательность {х'} (rER) сходится K

x”; B противном случае через {х’} (rER) обозначаем сходящуюся под-

последовательность. Поскольку рд—› O, то

lim f(x’) : a.
r—voo

B силу условия V число а можно выбрать так, чтобы

a€{f(x)leX*}.
Для последовательности {х'} (г E R) выполним те же процедуры,

которые уже проделаны для xs (SE S). Пусть

k(r) = min{tl||x‘—x’|l>6,t>r}.

B силу непрерывности функции f (x) число 6 подберем столь малым,

чтобы для всех достаточно больших г E R получить г < k (r) < p, T. e.

f (х’) < а < f (№1),

Wn-f (Х*"’1>1іт f (x’)»
r—vw Г—НЮ

что противоречит неравенству (4.17), записанному для {х'} (rER). Te-
орема доказана.
С л е д с т B и е 4.1. С вероятностью 1 существует подпоследова-

тельность {x5} ($68), для которой Vf(xs,ocs)—+O, 3—›оо.
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Таким образом, если {x5} —› x, то в силу леммы 2.6 x E X*.
Д 0 K a 3 a T е л ь с т B 0. Предположим, что существуют такие в 11

k, для которых _

ll vf (xk. 011) II > e, k) k.

Тогда для достаточно больших k 113 неравенства (4.15) следует

]°(х*+1‚ 06k+1) <

< 1° (Х“, 0°11) — 8291/2 + Pu (71° (xk10111)— Н (xk1 01101 71° (Х’Ё 0111))-
Просуммировав эти неравенства по 11: OT 0 до N 11 устремив N K co, полу-
чим противоречие с ограниченностью {f (xk)}, поскольку с вероятно-
стью 1

Z 1’1 (WM 011) — H (11, a1), v1 (x1. a0) < оо.
k=0

Сформулируем важное свойство множества X* предельных точек по-
011e110BaTe11B110c1111{x"}, определяемой по формулам (4.6) — (4.9).

Следс твие 4.2. Пусть x1 u x2— точки из множества X*.
Тогда і(х1) = f(x2), m. e. последовательность {f (xk)} c вероятностью
1 сходится.

3 3 M e 11 a н и е. Последовательность {xk} можно искусственно сде-
лать ограниченной, если рассматривать итеративный процесс

xk+l = xk _ РнН(хн› 0%), ((Х/°) < f(xo) + C.

x", f(x") >і(х°) + С»
где х° — начальное приближение, С >О — некоторая постоянная.
Подобные алгоритмы исследовались B [91]. Применяя условия (4.12),
(4.13), легко показать, что с вероятностью 1 последовательность {xk}
лишь конечное число раз выходит за пределы M1101KeCTB3{x|/‘(x)<

€106") + C}-

§ 5. Построение конечных разностей
для функции максимума

С точки зрения практических приложений большой интерес для
минимизации функции максимума представляют численные методы,
не требующие вычислений градиентов. С одной стороны, этот факт объ-
ясняется тем, что B задачах с большим числом переменных пользовате-
лю весьма сложно вычислять обобщенные градиенты, которые требу-
ются B методах градиентного типа. С другой стороны, B задаче мини-
мизации функции

[(х) : Ю_х i105)
lgtgr

ему необх0димо поцготовить n-r поцпрограмм для вычислений обоб-
щенных градиентов і,- (x) (i = l, ..., r). Поэтому B задачах большой
размерности эта процедура может занять значительное время.
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Построение конечно-разностных методов на основе функции f(xt)
неэффективно, поскольку для них требуется порядка n-r вычислени
значений функций f,- (x) (i = 1, . ,r). Рассматриваемые ниже методы
используют п +г + 1 (или 2n+ or) вычислений {, (х); 01111 применимы
к B TOM случае, когда Д (х) недифференцируемые.

Рассмотрим задачу:

f(x) = Ёж [, (х)—› тіп (5.1)

при условии \ \,
х E X, (5.2)

где f, (x) — выпуклые функции, Х — ограниченное выпуклое 11 33M-
K11y10e множество B En. Область Х такова, что операция проекти-
рования на X осуществляется достаточно просто.

Конечно-разностные методы решения задачи (5.1), (5.2) определя-
ются соотношениями

1c"'H = дх (xk —— Н’ (xk, och», (5.3)

где вектор Н’ (lxk, ah) выбирается одним из двух способов:

         

 

Ні (xk, ссд) = xf+ ад,. .., ;;) ——
1:1

—fj (12f, ...,xf—ak,...,},’;)] е„ (5.4)

H’ (11, 01,) = 2 ° (1 + 23) °’ … в,; ‹5.5›
[:1

wk .

“х (х) — оператор проектирования точки x 113 множество Х; x; (1 =

= 1, ..., n) — независимые случайные величины, равномерно распреде-
ленные на отрезках [xf—ah,xf+ ah]; индекс j 13K0B, 1110

f1 (1") = №") = г<піах i101")-
\\

Таким образом, B методе (5.3)—(5.5)‚ как 11 B алгоритмах субгради-
ентного 111113, конечная разность вычисляется 110 той функции, на ко-
торой достигается максимум.

Т е о р е м а 5.1 . Пустьвыполняются условия

AhЁи=°о Ёна» ___… ....oah
1:0

Тогда с вероятностью 1 предельные точки последовательности {xk}
принадлежат множеству решений задачи (5.1), (5.2).
Д о к a 3 3 1 е л ь с т в о. В § 4 110K333110, 1110 случайные векторы

Н] (11", 01),), определяющие направление спуска B мет0де (5.8), удовлет-
воряют условию

мт (x1. «1.) 1 x1 = v11 (x1. a1) + Ь…
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где [,(х‚оь) —оглаженные функции, „Ь„ || {САд/осд. Из неравенства

f1(!/1 ah) —1°,(х‚ 0511)) (Vf1(xv “н) у _ х)

вытекает, что \7і_‚(х‚ос‚,) равномерно сходится к ді,(х) 11p11 ah—+0, где
ді, (х) —— субдифференциал функции [, (x). B c1111y свойств функции MaK-
симума для выпуклых функций справедливо соотношение

013(11): дій), 130‘) = 1‘01)-

Пусть x*E X*, X* —множество решений задачи (5.1), (5.2). При-
меняя условия сходимости (4.10) — (4.13) с W (x) = mein || x —x"‘ ||

x‘ X‘

утверждение теоремы получаем непосредственно из неравенств

н x1+1 — x1 № < 11x1 — 11111101311— x1111=
= и x1 —x* ll” — 291(vi11x1.ah) + 1,, 111—111) +

+ 2111. (v1,- (x1. a1.) + 11. — H’ (x1. a1). x1 — x1) + p1 и Н‘ (x1. «1) ll”
в силу того, что с вероятностью 1

2 Pn(Vf1(xk1a1) + b1 — ”’ (х*‚ och). xk— x*) < оо.
10:0

§ 6. Случайные конечно-разностные направления

Определение векторов Н (xk, ссд) в формулах (4.6), (4.7) требует 2n
111111 n+1 вычислений значений целевой функции. Если одно вычисле-
ние функции f (x) 331111Mae1 значительное время, то разностные аппрок-
симации (4.6), (4.7) могут оказаться неприемлемыми. В таком случае
целесообразно использовать ндеи алгоритмов случайного поиска.

Рассмотрим разностную аппроксимацию

Ё f(x +А,мЁ›—1‹х› „
g(xk) :: р'і' (6.1) 

i=1

Здесь x" — случайная точка, равномерно распределенная в,с n-Mep110M
кубе с центром B xk 11 с ребром 201k; компоненты вектора 11? (i = 1,.

., p) -— независимые 11 равномерно распределенные на [—1‚ 1] случай-
ные величины.

По формуле Лагранжа имеем

(I (xk + Ам. a1.) — fM %))/Ан = (vi (1" + 11114111111011.1111?) =

= (vf(x".a1)111?) + v". 0 < ть <1.
где f (x, 01)— сглаженная функция, 0k — некоторый вектор такой, что

” 0k ” é CAk/ah'
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Так как M (pt?)2 = 2/3, то условное математическое ожицание вектора

z (xk) удовлетворяет соотношению

мг (x1) 1x1 = % pvf (x1, a..) + b...
где

|| bk || < CAh/ah.

Следовательно, для минимизации локально липшицевых функций мож-
но применить метод случайного поиска

xk'H = x" — phz (xk), (6.2)

B котором вектор 2(xk) вычисляется по формуле (6.1).
Теорема 6.1. Пусть выполняются условия

Ё рд = 0°. Ёрі< 00. pk/ak—W,
=0 k=0

Ah/ock —› О, | ah — a1+1 |/р‚,—+ 0, ссд» 0.

Тогда все предельные точки последовательности {xk}, определенной по
формулам (6.1), (6.2), свероятностью 1 принадлежат множеству X* =
: {х* |О E 6f (x*)}; последовательность {f (xk)} сходится почти на-
верное.
Д о K 3 3 3 1 е л Ь с т B 0. Выведем неравенство, которое вместе

с условиями (4.12), (4.13) непосредственно привоцит K доказательству
теоремы 6.1.

Для сглаженных функций f (x, a) имеем

]°(х"+‘‚ a1) = f(xk1 0.51) + (7,015,° + 171(xk+l '— xk)1 0‘1)—
2

——i(x1.ah) + W (x1, ah), 11+: —— x1)<1<x1. a1) + C %— —
h

_ Pk (Vi (лсд, 0‘1), z (да)), 0 < 171 < 1—
Тогда

f(x’H". a1+1) <
2

2 Р
éflxk, 0‘1)— _в_РРн ” Vi (xk1 061)H2 + Clah— a1+1| '+ C7:-

A

+ Срд% + pk (%рпі (11, a1.) + 11 —z<x1).v1(x1.a1)).

С учетом полученного неравенства доказательство теоремы 6.1
незначительно отличается от доказательства теоремы 4.1.

Метод минимизации выпуклой функции максимума

((х) : {Вах іі (x)! x EX,
"`
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определяется последовательностью

р ”k k ”11
Hit +A M—f—(x)х1г+1=дх 161—ka J нА: 1 Р‘? ,

11.
1:1

111x11 = №) =53.“ іі (x1).
"`

 

где

§ 7. Эффективность конечно-разностных меТОДОВ

В последнее время вопросы эффективности численных МеТОДОВ оп-
тимизации приобретают все большее значение. В силу значительного
расширения приложений и усложнения задач оптимизации вытекает
необходимость иметь B 3pce11311e вычислительных средств B 11eK010p0M
смысле оптимальные методы, которые обеспечивали бы решение всех
задач определенного класса при минимально возможной трудоемкости.

В работе [731 была построена теория сложности экстремальных за-
дач выпуклого программирования.

Рассмотрим задачу
f0 (x) —+ min,

f,(x)<0, i=l,...,m, (7.1)
x E X,

где f; (x) (j = О, 1, ,m) —— выпуклые функции, Х — ограниченное вы-
пуклое замкнутое множество некоторого конечномерного банахова про-
странства. Задача (7.1) снабжена оракулом, который вычисляет зна—
чения функций {, (х) (j = O, 1, ..., m) (11 значения их градиентов)
B указанной ему точке.

Численные методы дают приближенное решение задачи (7.1). Это
решение может быть точкой множества Х либо указанием того, что
задача (7.1) несовместна (последний факт обозначается символом *).
В качестве погрешности решения принимается относительная погреш—
ность точки xE X:

1. задача (7.1) совместна, х= *,

0, задача (7.1) несовместна, х= *,
V(x) =

max 
1., (110—1, , 11г‹1х› fmrm , 1:111,

где fo— оптимальное значение і0(х). Здесь ’1'> О (О<1<т)—нор-
мирующие множители, которые выбираются, как правило, так, что
относительные погрешности любой точки x E X не превышают 1.

Метод решения задачи (7.1) есть набор правил формирования оче-
редных вопросов K 0p3Ky11y, M0Me1113 остановки и выдачи результата.
Трудоемкость решения данной задачи данным методом определяется
как число шагов его работы на ней. Помимо трудоемкости метод xa-
рактеризуется своей погрешност ью.
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Сложность_1\/ (v) данного класса задач в функции от v равна мини-
мально возможной трудоемкости метода, который решает любую 33-
дачу класса с погрешностью, не превосходящей «2.

B p3601e [73] 110K333110, 1110 сложность выпуклых задач допускает
оценку

N (V)
C1 gm<С2я

где C1, С2 — положительные константы. Правое неравенство верно при
всех v < 1, а левое — B ac11M1110111Ke по v —› 0.

В работе [56] был предложен метод центра тяжести (МЦТ), кото-
рый имеет трудоемкость 0 (n In (l/v)) 11 является оптимальным мето-
дом при v —› 0. Этот метод основан на проведении опорных гиперплос-
костей через центр тяжести области, Где локализован минимум. Про-
цедура уменьшения области локализации путем последовательных от-
сечений является очень эффективной, Однако практически этот метод
не может быть использован 113-33 чрезмерной сложности шага.

В работах [141, 135] были предложены модифицированные мет0ды
центра тяжести (иначе их еще называют меТОДами эллипсоидов), B K0-
торых начальная область локализации минимума — полушар —
погружается B эллипсоид минимального объема, найти центр тяжести
которого весьма просто. Затем эллипсоид путем изменения метрики
превращают B шар и операцию повторяют. МеТОД эллипсоидов по-дру-
гому можно интерпретировать как метод растяжения пространства B
направлении субградиента. Этот Me1011 уже практически реализуем;
его трудоемкость равна 0 (n2 In (l/v)) с числом О (n2) арифметических
операций на каждом шаге и памятью 0 (n2). T3K11M образом, трудоем-
кости указанных методов не связаны ни с наличием (11 1111c110M) огра—
ничений 33.1131111,1111 с ее гладкостью 11 степенью обусловленности.

Оказывается что при p0c1eup33Mep110c111 задачи п сложность N (v)
зависит от геометрических свойств Х. Если Х — параллелепипед, то
N (v) ~ п 1n (l/v) 11p11 Bcex v < 1/4 и всех 11, так что сложность линей-
но растет с ростом п. Если же Х —эллипсоид, то при увеличении п
функция N (v) ограничена сверху величиной О (v—2) независимо от раз-
мерности и при данном v есть 0 (11-2) для всех достаточно больших n.

B работе [73] построены градиентные меТОДы, которые были назва—
ны методами зеркального спуска для решения выпуклых задач (7.1)
на выпуклых телах Х 111113Lp'IIIaPOB (B Me1p11Ke пространства Ьр, 1 g
< р < оо). Оценка трудоемкости соответствующего метода имеет вид

C(p) (l/v)ma"(2'p) 11p11 р> 1 для р = 1 — С(1) (l/v)”lnn-

Следовательно, выпуклые задачи на эллипсоидах можно решать ме-
тодами, трудоемкость которых не зависит, вообще говоря, от размер-
ности задачи. Кроме того, B задачах большой размерности трудоем-
кость этих методов неулучшаема.

Если исходное пространство евклидово, то метод зеркального
спуска превращается B обычный субградиентный M31011 со специальной

регулировкой шага. Если B текущей точке xk (k=0,1,...) с точностью

58



до величин порядка v выполняются ограничения і,(х) <0 (і = 1,
‚т), то спуск в точке xk происходит по направлению вектора

—— g0 (xk), g0 (хг) 631,03). B противном случае — 110 антисубградиенту
функции ограничения, которое не удовлетворяется B точке х°. Методы
зеркального спуска устойчивы по отношению к ошибкам B исходной
информации.

В пространствах, отличных от евклидовых, градиентный спуск
происх0дит B сопряженном пространстве, после чего произведится
отображение в исходное пространство. Например, если исходное про-

(n) ., n p 1/0 .странство есть Ь„ с нормои llxllp = (Z |x,| ) , то основное дви-
і=1

жение происходит B сопряженном к Lg” пространстве Ц,"), l/p +

МеТОДы зеркального спуска были распространены на задачи сто-
хастического программирования, в которых функции цели и ограни-
чений не заданы аналитически и имеют вероятностный характер. Ис-
точник информации о решаемой задаче (оракул) сообщает в нужный мо-
мент времени значения функций и их субградиенты в рассматриваемой
точке. Оракул может ошибаться, но так, чтобы ошибка не превос-
ходила заданной точности решения, a также его ответы могут ис-
кажаться случайными помехами.

К з`адаче предъявляются следующие требования А —B, которые
характеризуют случайные помехи. Пусть R > О и v0 — точность 0p3-
кула.

А. При всех xEX, 0g jgm функционалы

hi (y) = М еч'і (x, 9) + (M05101. 9). y — x) — voR

удовлетворяют УСЛОВИЯМ

і‚(у)>і1‚-(у)‚ уЕХ‚ f,(x)<h,-(x)+v0R.

Скалярные функции Ч’(х‚ 6) интерпретируются как наблюдения ве-
личин і,(х) B точке x 11p11 шуме оракула 9, Е„— (х, 6) интерпретируются
как наблюдения субградиентов функций [, (х).

В. При всех j=0,...,m 11 xEX

Me ll £1061 9) Il' < (R/(2P (X)))'1 ’ > 1›
где р(Х)—радиус множества Х.

В. При всех xEX

Me I T1061 9)—f1(x) [fgg-
B KaquTBe НОРМИРУЮЩИХ множителей ВЫбираЮТ

R j = 09

r, = R + maxlO, minf(x)], i} 1.
хех

Требование А означает, что при вычислениях функций и их субгра-
диентов допускается определенная систематическая ошибка. Требо-
вания Б и В ограничивают интенсивность помех оракула.
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В еВКЛИДОВОМ случае стохастический меТОД зеркального спуска
для задачи тіп f (x), xE X превращается B известный метод

xk“ = 1:1 (xk — p111 (x’fi 0"» (7.2)
с усреднением

co

При условиях 2 0,, = оо, рд—›0 траектория xk B среднем 110 функ-
1:0

ционалу сх0дится K 011111MyMy 11 дается оценка скорости сходимости.
Если выбирать шаги постоянными 110 формуле р„ = 4(v—v0)/R, 10
11110110 итераций, обеспечивающих точность v>v0, p3B110 N = ]l/(4(v——
— v0)2)[ ( ]t[— минимальное целое, не меньшее t).

Трудоемкость указанных стохастических методов при достижении
заданной средней погрешности такая же, как и у методов зеркального
спуска для детерминированных задач. Иными словами, градиент-
ные метоцы недифференцируемой оптимизации почти не реагируют
на шумы в поставляемой информации.

Наша цель состоит в том, чтобы показать, что стохастические конеч-
ные разности, рассмотренные B § 4—6, удовлетворяют А—В. P300M01-
p11M сглаженную функцию

a a

f(x,oc) = S Sf<x '+`— y) dyl" dyn
_1_
(2a)"

Пусть функция f (x) липшицева с константой L. Исследование про-
ВОДится B пространстве В„. Тогда

| f (x, a) — f (x) | < VELa. (7.3)

B § 4 110K333110, 1110 для вектора Н (x, a), вычисляемого по формуле

Н (х, a) =

= % 2 [f (‚)—С], ... ‚ xi + a, ... $3211) _, (£19 °” 1 xi _“, "' ’ ;и” еі’ (74)

i=1

выполняется условие мН (х, ос) = W (x, a), где 12, (i = 1, ,п)—не-
зависимые случайные величины, равномерно распределенные 13 отрез-
ках [х,- —— ос, xi + ос].

Из формулы (7.4) следует, что

м II H (x. a) № < (Vim (7.5)
Параметр сглаживания ос B 01111y (7.3) 11 неравенства для выпуклых

функций

((ИСО—((№ а)? (Vf(x10¢)1y—x)
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можно подобрать так, чтобы выполнялись требования А _В. Таким
образом, с точностью до случайных помех, удовлетворяющих требо-
ваниям А—В, субградиент моделируется стохастической конечной раз-
ностью (7.4). Следовательно, B методе (7.2) вместо E (xk, 6’1) можно ис-
пользовать вектор конечных разностей Н (x, ос) (7.4):

xk+l = ЛХ (х,? _ th (xk, 01.)). (7.6)

Из неравенства (7.5) вытекает, что трудоемкость метода (7.6), настро-

енного на абсолютную погрешность v>v0, равна O(VnL/(v —v0))2;
11p11 этом предполагается, что сложности вычисления субградиента
функции f(x) 11 вектора Н (x, ос) —величины одного порядка. Взяв
конечно-разностную аппроксимацию градиента, получим случайный
вектор

 
" " A. _ ”H(x,a) = 2; (36+ _Р;)А ‚(х) еі. (7.7)

і=1

Условное математическое ожидание вектора (7. 7) совпадает с vf(x,oc)

0 10111100wa до помехи величиной VnLA/oc, T. е. опять же парамет-
ры А и со можно подобрать такими, чтобы выполнялись условия
А—В.

Если одно вычисление функции занимает значительное время,
то используется конечно—разностная аппроксимация, рассмотренная
B §6:

"ч f<Z+A1,)-—1<5€)
”(Х, 06) = A ”:“
 (7.8)

i=1

Здесь х,- (і_= 1, ‚п) равномерно распределены на отрезках [xi—oc,
x, + a], компоненты вектора ці—независимые и равномерно распре-
деленные на [—— 1, 1] случайные величины.

Из формулы (7.8) следует, что

м IIH(x101)II2 < (V’n‘pm.

причем 2

МНОЙ 0°) = Ё PVf(x106)+ 5:

где ||b||<pLAn3/2/a.110310My B качестве направления спуска B мето—
де (7.6) можно использовать вектор конечных разностей (7.8),011113K0
относительно смещений А здесь предъявляются более жесткие требо-
вания.

Большой практический интерес представляет построение конечно-
разностных методов минимизации функции максимума

f(X) = 1128: is (x). xEX. (7.9)
\s\
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поскольку операция максимума является одним из основных источни-
ков, порождающих негладкие функции.

В § 5 110K333110, что конечно-разностный M01011 минимизации функ-
ции (7.9) строится аналогично субградиентному методу:

*“ = Лх (16° —— 91111101500).x

где векторы Hj(xk,a), определяемые по формулам (7.4), (7.7), (7.8),
вычисляются 110 той функции, 113 которой достигается максимум B
формуле (7.9). Таким образом, во многих важных случаях вычисле-
ние субградиента практически можно заменить вычислением конечных
разностей (7.4), (7.7), (7.8).

Один из основных результатов выпуклого анализа заключается B
том, что решение задачи (7.1) эквивалентно минимизации негладкой
штрафной функции

Ф (х) = [’0 (x) + Ё r,- max (0, f,- (x)), xEX, (7.10)
i=1

где г, >О —штрафные коэффициенты, Ф (х) —функция максимума
специального вида; поэтому для ее минимизации используются K0-
нечно-разностные мет0ды:

xk+1= 111 (xk — 01 (H0 (11". a) + Ё „+11, (xk. @)), (7.11)
i=1

‚;!- = [Ги f1 (xk)> 01

+0, f1(xk) < 0;

векторы H,(xk,a) (і == 0, 1, ,m) определяются по одной из формул
(7.4), (7.7), (7.8).

Следовательно, трудоемкость конечно-разностных методов решения

выпуклых задач (7.1) оценивается величиной О(т + l)(VnL/(v—vo))2.
Исследование метода (7.11) приводится в § 18.

Таким образом, конечнотазностные методы, изучаемые B настоя-
щей монографии, можно широко использовать при решении неглад-
ких экстремальных задач.

Рассмотрим скорость сх0димости конечно-разностных методов.
Предыдущие оценки трудоемкости были получены для конечно—разно-
стных методов с постоянными параметрами р„ и 01h. P300M01p11M
теперь ситуацию, когда pk, ah—>0 11p11 k—+oo, a минимизируемая
функция f(x) сильно выпукла, т. е. удовлетворяет неравенству

f(ex+(l—e)y)<ef(x)+(l—e)f(y)—e(l—0)Mlx——y||2

для любых x, y, 3E[0, l]; Ъ>0—параметр сильной выпуклости.
Исследуем конечно—разностный метод минимизации f(x) 113 выпуклом
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множестве Х‚ определяемый формулой .

1:
1+1 __ 1 P1, "1 1 ”я

x _ ях (х _ %— 2 [f (x1, ооо , xi + ah, сво , хп) _—

h 1:1

——f(xf, , ‚@=—а„ ‚ ‚2291 е,).

Параметры рд, щ, выбираются следующим образом:

…, =ыг°‚ b>0, о<р<1‚

01,, = тг”, т>0‚ 11> 0.

Считается, что x*E X, где х"‘— точка минимума f(x). Из результатов
работы [70] вытекает, что если @= 1, 11> 1, 2b91>1, To средне-
квадратическая скорость и скорость сходимости почти наве ное явля-
ются наибольшими, причем М 1] :.:,с — x" “a 11MeeT порядок іг— .



ГЛ АВА 3

МЕТОДЫ ОБОБЩЕННОГО ГРАДИЕНТНОГО СПУСКА

 

В данной главе изучаются простейшие мет0ды минимизации невы-
пуклых негладких функций —меТОД обобщенного градиента и меТОД
типа локального наискорейшего спуска. Они используют значения и
обобщенные градиенты минимизируемых функций и сходятся к ло—
кальным экстремумам соответствующих задач оптимизации. Для до-
казательства сходимости привлекаются обобщенные функции Ляпу—
нова. Обсуждаются проблемы поиска глобального экстремума.

§ 8. Условия сх0димости итерационных алгоритмов
нелинейного программирования

В этом параграфе детально рассматривается техника доказательства
сходимости алгоритмов оптимизации, изучаемых B данной книге. BB0-
дится некоторое общее понятие «итерационный алгоритм», опреде-
ляется его сходимость и устанавливаются некоторые необходимые и
достаточные, а также общие достаточные условия сх0димости алго-
ритмов B терминах обобщенной функции Ляпунова.

Исследование сходимости численных мет0дов невыпуклой неглад-
кой оптимизации заметно сложнее, чем методов выпуклой или гладкой
оптимизации, поскольку в них часто отсутствует какая бы то ни было
релаксационность процесса. Для доказательства сходимости здесь
используется специальная техника, основанная на обобщенной функ-
ции Ляпунова. Эта техника была разработана B [87] B виде достаточ—
ных условий сходимости алгоритмов нелинейного программирования и
затем совершенствовалась B работах многих авторов. Мы приведем
современный вариант достаточных условий, а также для сравнения
некоторые необХОДимые и достаточные условия сходимости. Можно
также сказать, что B этом параграфе будет собрана и подробно рас—
смотрена общая часть доказательств сходимости всех методов, изуча-
емых B книге. Поэтому для конкретных мет0дов в соответствующих па-
раграфах основное внимание будет уделено специфической части до-
казательства сходимости, т. е. проверке общих условий сходимости.

1. Определения. Пусть М — полное метрическое пространство,

р(х‚ у)—расстояние меЖДу точками x, yEM, M" = M >< ><М—п—я
декартова степень М, 2M —множество подмножеств пространства М,

D — замыкание множества D с М‚

р(х‚01=іпі{р(х‚у)|у60}
_расстояние от точки х до множества D.
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Определение 8.1. Итерационным алгоритмом А=(А‚,‚В°)дг‚
называется набор таких множеств Dk СМ,”ч и отображений Ад20°°—›-‘

:-+2М, k =1, [+ 1, …, что для любых (х°‚ ,xk)EDk имеет место

(х°‚ ‚х°°) >< А„(х°‚ ,xk) CDk+l, k: l, [+ 1,

„ k „
0 п р еде ле н ие 8.2. Всякии набор точек {x }7e=o из М такои,

что (х°‚ , xs)EDs. где s21, будем называть начальными данными
для алгоритма

A = (А… тяг,.

Всякую последовательность {х°}2';о из М такую, что (х°‚ ,xk) e
k

ED для всех k} s, где s) l, будем называть последовательностью
начальных данных для А.

k
0 п р е д е л е н и е 8.3. Последовательность точек {x }?„0 называется

порожденной алгоритмом

A = (1% 0k)»:

при начальных данных (x0, ,xs), если (х°‚ ,x‘) E DS и

xk‘l'l ЕА‚,(х°‚ ‚х°°)‚ k = s, s + 1, ..., $21.

Очевидно, что всякая порожденная алгоритмом А последователь—
ность является и последовательностью начальных данных для А.

On ределен ие 8.4. Областью определения алгоритма А = (Ah.
D519, называется множество

оо 12

DA == u u {x‘ |(x°, ,xk) e р*}.
k—l i=0

B приведенных определениях подразумевается, что итерационный
алгоритм вырабатывает бесконечные последовательности точек, т. е.
работает бесконечно долго. Конечные алгоритмы формально можно
рассматривать как бесконечно долго работающие, если считать, что,
начиная с некоторого момента, они вырабатывают одну и ту же
точку.

О пределен ие 8.5. Последовательность точек {х°}2';‚о называется
сходящейся к множеству БСМ по расстоянию, если

. k
11mp(x ,D)=0.
!",—>00

0 п р е д е л е н и е 8.6. Алгоритм А называется сходящимся к
множеству X* с М по расстоянию, если любая порожленная им
последовательность СХОДИТСЯ к Х* по расстоянию.

Часто используются несколько отличные определения сходимости
последовательностей и алгоритмов к множеству.

k
Опреде ление 8.7. Последовательность {х } с М называется

компактной, если она принадлежит некоторому компактному множе—
ству.



Бесконечная последовательность компактна тогда и только тогда,
когда любая ее подпоследовательность имеет предельные точки.

Определение 8.8. Компактная последовательность точек {х°}2°=о
называется сходящейся к множеству Х* CM предельными точками,
если все ее предельные точки принадлежат Х*.

0 п р е д е л е н и е 8.9. Алгоритм А называется компактным,
если при любых начальных данных он порождает компактные последо-
вательности.

0 п р е д е л е H и е 8.10. Компактный алгоритм А называется
сходящимся к множеству Х* с М предельными точками, если любая
порожденная им последовательность сходится K Х* предельными точ-
ками.

Для компактного алгоритма А и замкнутого множества Х* схо—
димость А K X* по расстоянию эквивалентна сходимости предель-
ными точками.

3 а м е ч а н и е 8.1. Пусть алгоритм А, сХОДящийся к Х*, порож-
дает` последовательности {xk}, B KOTOprX, начиная с некоторого мо-
мента, повторяется одна и та же точка. Это предположение соответ-
ствует как бы конечности алгоритма А. Тогда из определений сходи-
мости следует, что

х = lim xk E Х*,
іг—нзо

в полном согласии с интуитивным пониманием сходимости конечных
алгоритмов.

2. Необходимые и достаточные условия сходимости алгоритмов.
В невыпуклой оптимизации сходимость итерационных алгоритмов час-
то устанавливается с помощью рассуждений от противного. В общей
форме им можно придать следующий вид.

Теорема 8.1. Для того чтобы алгоритм А = (Ah, Bk)», схо-
дался к множеству Х* (no расстоянию), необходимо и достаточно,

чтобы существовала непрерывная функция W (x) (x 65A) такая, что
., k и

для любои последовательности {x }, порожденнои А, выполняются
условия:

k
1) числовая последовательность {W (x )}Ёіо имеет предел (или

вместо этого выполнено какое-либо условие, эквивалентное сходи-

мости {W(xk)}§°=o);
2) из формального предположения, что {xk} не сходится к Х*

(no расстоянию), следует, что {[У/(Ё)} предела не имеет (или вы-
k

полнена какое—либо достаточное условие расходимости {W (x )}).
Д о K a 3 a T е л ь с т в 0. Сначала докажем достаточность. Для всех

.. k
последовательностей {х }, порожденных алгоритмом, числовая последо-

k
вательность {W (x )}, согласно условию 1), имеет предел. Разобьем

все множество последовательностей {xk} на поцмножества сходящихся
и не сходящихся K X*. Ha He СХОДЯЩИХСЯ K X* последовательностях

{х°} числовая последовательность {“’/(Ё)} в силу условия 2) He имеет
предела, и, следовательно, множество таких последовательностей пусто.
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Докажем необходимость. Пусть алгоритм А сходится K Х*. Возьмем

W(x) = p(x, X*); функция р(х‚ Х*) непрерывна [46]. Для всех {xk},
порожденных алгоритмом А, в силу определения сходимости А имеем

lim р (xk, Х*) = lim W (;!) = 0,
іг—ню іг—ню

т. е. выполнено условие 1) теоремы. Условие 2) теоремы относится K
He сходящимся K множеству Х* последовательностям {xk}, множество
которых пусто. Поэтому посылка условия 2) является ложной, и с
точки зрения формальной логики оно (независимо от следствия) явля-
ется истинным. Теорема доказана.

Теорема 8.1 не выделяет явно задачи минимизации или максими-
зации. Ей можно придать форму, ориентированную на задачи ми-
нимйзации. Сначала докажем одно необходимое и достаточное усло-
вие сходимости числовых последовательностей.

Лемма 8.1. Для того чтобы числовая последовательность

{№°}Ё°=о имела конечный предел, необходимо и достаточно, чтобы:
1) {0753210 была ограниченной;

2) если 1ігп117'°= [&’/’, то для любого е>0 найдется такой но-
$—›оо

мер K (e), что для всех іг>К (в) будет Wk<W’ + в.
Д о K a 3 a T е л ь с т в 0. Необходимость непосредственно сле-

дует из определения предела числовой последовательности. Докажем
достаточность. Предположим противное:

W: @W’klfi 11721127.
_ іг—›оо ’г'"'°°

Выберем такие числа с H d, что Ё/<с< d<I?/. Последовательность

{Wk} бесконечно много раз пересекает отрезок [с, d] OT с K d; Поэто-
му существуют такие нидексы ks H ms (3: О,1‚...), что les<m8 H
Wk5<c<Wk<d<Wms при leaks. ms) или № < с <а<7’°8+‘.
Не теряя общности, можем считать, что

. ks
11m W = “.’/’ < 0.
$—›®

Возьмем e<d ——с. Согласно условию 2) леммы, для всех достаточно
k

больших k имеем W {0% + s<d, что противоречит сделанному ранее
построению. Лемма доказана.

k
Te0peMa 8.2. Для того чтобы алгоритм А = (Ah, D )‚гы схо-

дился к множеству Х* (по расстоянию), необходимо u достаточно,

чтобы существовала непрерывная функция WzDA —› Е1 такая, что
V k U

для любви последовательности {х }, порожденнои алгоритмом, вы-
полняются условия:

k
О) числовая последовательность {W (x )} ограничена;

k
1) если некоторая подпоследовательность {х s}§’°__.o не сводится к
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X" (no расстоянию) и limW(xk‘) = W’, то существует другая такая
34w

подпоследовательность {xl‘};o, что

W' = lim W (ka) > №№ (x13);
S—voos-voo

2) если limW(xks) = W’, m0 для любого е>0 существует такой
8—›Ю

номер К (e), что при всех k>K (e) имеет место неравенство

W (xk) < W' + e.

Д о K a 3 a T е л ь с т B 0. Условия 0), 2) теоремы, согласно лемме 8.1,

эквивалентны сюдимости последовательности {W (Ё)}, a условие 1)

является достаточным для расхоцимости {W (Ё)}, поэтому теорема 8.2
следует из теоремы 8.1. Теорема доказана.

Теперь перегруппируем условия теоремы 8.2. Условие 2) разобьем
k

Ha два: первое будет относиться K подпоследовательностям {x '}, не
сходящимся K X"‘ (его затем объединим с условием 1) теоремы), a

второе будет относиться только K подпоследовательностям {x 8}, схо-
дящимся K X“. B результате придем K следующим необходимым H до-
статочным условиям сходимости.

k
Te0peMa 8.3. Для того чтобы алгоритм А = (Ah, D );… схо-

дился к Х"‘ (no расстоянию), необходимо и достаточно, чтобы су-

ществовала такая непрерывная функция 17:1—ЭА—› Е„ что для любой

последовательности {xk}, порожденной А, выполняются условия:

0) числовая последовательность {W (Ё)} ограничена;

1) если подпоследовательность {x s} не сходится к X"‘ (no pac-
k

отолнию) и llmW(x ‘) == W’, mo для любого е>0 найдупшя такие
5-H»

индексы [,)/г„ что W(xk) {17 + в при k€[ks, ls) и

W’ = lim W (xk‘) > l—iTn W (х,“);
Б-ню

2) если подпоследовательность {xk’} сходится к Х* (по расстоя-
k8 I

нию) и limW(x )= W, то для любого е>0 существует такой
‚+00

номер К (в), что для всех іг>К (e) имеет место

{V(xk) <W' + 8.

Д о K a в a т е л ь с т в о. Покажем, что теоремы 8.2 H 8.3 экви-
валентны B TOM смысле, что если функция W H последовательность
{xk}, порожденная алгоритмом, удовлетворяют условиям О) — 2) тоо-
ремы 8.2, то они удовлетворяют H условиям теоремы 8.3, H наоборот.
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Введем для последовательности {xk} H такой ее подпоследователь-
k

ности {x 8}, что
_ 1?

11m W (x s) = W’,
s—yoo

конечные или бесконечные числа

т8 (8) = sup {ml |W (xk) — W’ | < в при k6 [k8, m)},

если |W(xk8) _- W’ | < e, H ms(e) = k, B противном случае.
Пусть для {xk} и некоторой функции W выполнены условия 0)—

2) теоремы 8.2. Очевтщно, что Toma для тех же {xk} и W выполне-
ны условия 0), 2) теоремы 8.3. Покажем, что также выполнено усло-

вие 1) теоремы 8.3. Пусть существует подпоследовательность {xk’}, не
сходящаяся K Х*, H

lim W №) = W’.
S—-)oo

B силу условия 1) теоремы 8.2 найдется 8’ > 0, для которого тз (e’)< оо.
Покажем, что для любого еЕ(О‚ е’] имеет место неравенство

W’ = lim W (xks) > даш (№№);
8-900 3-900

ОТСЮДа будет следовать условие 1) теоремы 8.3. Предположим против-
ное; Toma для некоторого 8 << e’ найдутся такие сколь угодно большие
s, что

W’ + в < W (xm‘(8)).

Это противоречит условию 2) теоремы 8.2.
Пусть теперь для {х*}‚ порожденной алгоритмом А, H некоторой

функции W (x) выполнены условия 0) —— 2) теоремы 8.8. Очевицно, что
Toma для тех же {xk} H W выполнены условия 0), 1) теоремы 8.2.
Проверим справедливость условия 2) теоремы 8.2. Пусть

. k
11m W (x s) = W’.
S—-)oo

Это условие с очевидностью выполняется на подпоследовательностях
{xks}, сходящихся K Х*. Пусть теперь подпоследовательность {xk‘} He
сходится K Х*, H предположим, что B этом случае условие 2) теоре-
мы 8.2 не выполняется. Toma для некоторого е> О H бесконечного
числа номеров s существуют TaKHe индексы ms} ks, что

W (xm‘) > W’ + 8.

Без ограничения общности можем считать, что это неравенство вы-
полнено для всех s.

B силу условия 1) теоремы 8.3 найдутся индексы ls, для которых

ігз<13<тз H W(x’3)<W’. Числовые последовательности {W(x"),

...,W(x"”)} (s: 0,1,...) пересекают отрезок [W’,W’ +8] от W’ K



W’ + e; поэтому найдутся TaKHe индексы p3 H qs (ls<\<p3<qs ms),
что

W (хр3)< W’ < W (xk) < W’ + е< W(xqs), k 6 (p3, qs), (8.1)

или

\У(хр5)< W’<W’+e< W(xqs), qs=ps+L

Без ограничения общности можем считать, что

lim W №) = W” < W'.

Теперь, если {xps} сходится K X*, то неравенства (8.1) противоречат
условию 2) теоремы 8.3, а если {xps} He схоцится K X*, то K {26%}
применимо условие 1) теоремы 8.3, которое также противоречит по-
строению (8.1). Теорема доказана.

3. Достаточные условия сходимости. Сначала несколько ослабим
условие 2) теоремы 8.3 H таким образом получим необходимые усло-
вия сходимости алгоритмов. При ослабленных (необходимых) усло-
виях уже не будет иметь места сходимость алгоритмов в смысле опре-
деления 8.6, Ho, оказывается, в этом случае имеет место ослабленная
сходимость, т. е. B некотором смысле сходимость алгоритмов по функ-
ции (теорема 8.4). Затем несколько усилим условия теоремы 8.3 и та-
ким образом получим достаточные условия схолимости алгоритмов
(теорема 8.5).

Введем обозначения

W =1im W (Н), W = Гіаи/ (xk). (8.2)
_ _ k—>ook—>oo

Через W* обозначим множество предельных точек числовых последо-
вательностей {W (xk)}, Где {xk} — произвольные бесконечные последова-
тельности точек, сходящиеся K X*. Если Х*—компакт в М, то

*={W(x)|xEX*}-
k

Te0peMa 8.4. Для того чтобы алгоритм А = (Ak,D)k>,1 схо-
дился к множеству Х* (n0 расстоянию), необходимо, чтобы сущест

возила такая непрерывная функция W: DA—+E,, что для любой

последовательности {xk}, порожденной А, выполняются условия:
0) числовая последовательность {W(xk)} ограничено;

1) если подпоследовательность {xks} не сходится к Х* (по рас-

стоянию) и 1imW(xk5) = W’, то для любого е>0 найдутся такие

индексы ls/ks, что W(xk)<W’ + e npu kE[ks,ls), u имеет место
неравенство

W’ = lim W (xks) > l—iIHW (x15);
5—9003—900
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2) если подпоследовательность {xks} сходится к Х* (n0 расстоя-

нию) и limW(xk5) = W', то

ТЕ [W (Из“) __ W (xks)] < 0.
$—>оо

Если существует непрерывная функция W, удовлетворяющая
условиям О)—-—2)‚ то алгоритм А сходится по функции, т. е. для

любой последовательности {xk}, порожденной А, отрезок [W, W] вло-
k

жен @ множество W*, и все подпоследовательности {x 8} такие, что

lim W (х,?5) = W, сходятся к Х*.
$-—>oo

Д о K a 3 a T e л ь с т B о. Условие 2) теоремы 8.4 следует из ус-
ловия 2) теоремы 8.3; поэтому условия теоремы 8.4 являются необхо-
димыми для схолимости алгоритма А. Докажем их достаточность для
сходимости алгоритма по функции.

Покажем, что если

lim W №) = W,
S—>oo —

то {xks} схолится K X*. Предположим противное. Тогда K {xks} HpH-
менимо условие 2) теоремы, которое утверЖДает‚ что существует такая

подпоследовательность {x15}, что

EW (x’s) < W.
S——)oo _

Это противоречит определению W KaK нижнего предела последователь-

ности {W(xk)}. Требуемое утверждение доказано. Одновременно мы
показали, что WEW*.'

Докажем теперь, что [W, W) C W*. Предположим противное. Тогда
существует число cElW,W) H C€W*. TaK KaK WEW*, то с>_П_7.

Выберем число d TaK, что W<c<d<W; тогда отрезок [с, d] вложен

в (W,W) H C€W*. Последовательность {W (xk)} бесконечное число раз

пересекает отрезок [с, d] от с K d; поэтому существуют части {xkfl

.,xm5} (3= О, 1, ...) последовательности {xk} TaKHe, что либо

ш(х’*8)< c<W(xk) <л< W(x’"$), kE(ks,ms), (8.3)
либо

W(xk5)< с<сі<W<(xks+l).

Поскольку {W (xk)} ограничена, то, не ограничивая общности, можно
считать, что

lim W (х,“) = W’ <с

Покажем, что {xks} He сх0дится K X*. Предположим противное.
Тогда B силу (8.3) H условия 2) теоремы имеет Место

lim W (x8)_.— limW (x3+1): с,
З—ЭОО
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и так как, согласно предположению, х*’—›Х*‚ то се W“, что проти-

воречит выбору с. Следовательно, {xk‘} He схоцится K X*.

K п0дпоследовательности {xks} применимо условие 1) теоремы. Возь-
мем e<d—c. Согласно условию 1) теоремы, найдутся такие индексы
[,)/г„ что W(x")<W’+ e<d при иене„ 13), H имеет место

W’ = lim W (‚:*—*» > ПБ W (x15).
5—)00

Ho 3T0 означает, что !& <т‚, и минимизирующее услоізие 1) теоремы

противоречит сделанному построению (8.8). Итак, [W, W) C W*.

Осталось заметить, что множество W* замкнуто; поэтому из

[W, W) C W“ следует [W, W] C W*. Te0peMa доказана.

Теперь несколько усилим необходимые условия теоремы 8.4, a
именно добавим K HHM одно дополнительное требование. При этом ока-
жется, что усиленные условия будут достаточными для СХОДИМОСТИ ал-
горитмов.

kTe0peMa 8.5. Чтобы алгоритм А = (Ад,!) );… сходился к
множеству Х“ (по расстоянию), достаточно существования такой

непрерывной функции W: DA» Е„ чтобы для любой последователь—

ности {xk}, порожденной А, выполнялись условия 1), 2) теоремы 8.3
и условие

3) множество W* не содержит отрезков.
В этом случае {xk} сходится к Х* (по расстоянию), и числовая

последовательность {W (xk)} имеет предел.
Доказательство. Согласно теореме 8.3 [W,W]CW"‘. Но по

условию теоремы линейное множество W“ He содержит отрезков;
поэтому {W (x‘)} HMeeT предел

lim W (xk) = W’.
k-)oo

k
Предположим, что существует подпоследовательность {x 8}, не схо—

дящаяся к X*. Очевидно, что

k
lim W (x s) = W’.
8-900

K подпоследовательности {xks} теперь применимо условие 1) теоремы 8.3,
которое, B частности, означает расхоцимость {W (xk)}. Полученное
противоречие доказывает теорему. Заметим, что здесь мы фактически
проверили условия общей теоремы 8.1.

Необходимые условия теоремы 8.3 и достаточные условия теоре-
мы 8.4 дают вилку, содержащую необходимые и достаточные условия
сходимости алгоритмов.

Конкретизируем теоремы 8.4, 8.5 для компактных алгоритмов.
Теорема 8.6. Для сходимости компактного алгоритма А =

=- (Ah,DR)k>1 к компактному множеству Х* (предельными точками)
необходимо существование непрерывной функции W: DА+ E1 такой,
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что для любой последовательности {xk}, порожденной А, выполнены
условия:

1) если {xk5}—->xE£X*, то для любого е>0 найдутся индексы
18} k8 такие, что

W (xk) < W (x) + e npu k E [k3, ls).

W (x) = lim W (х*З) > ПБW (x’s);

2) если {xks} —› x E Х*, то

lim [W (xks'H) — W (xks)] < 0.
8—›

Если сущестует функция W, удовлетворяющая условиям 1), 2), то
компактный алгоритм А сходится к X“ no функции, т. е. отрезок

[W,W] вложен в множество W“ = {W (x)|xEX*}, и минимальные no
значению W предельные точки {xk} принадлежат Х*.

Теорема 8.7. Для сходимости компактного алгоритма А =
k

= (Ah, D ),… к компактному множеству X“ (npeae/Zbflbtflu точками)

достаточно существования непрерывной функции W: D.4" Е, та-

кой, что для любой последовательности {xk}, порожденной А, вы—
полнены условия 1), 2) теоремы 8.6 и условие:

3) множество W* = {W (x)|xEX"‘} не содержит интервалов.
В этом случае все предельные точки последовательности {xk}

принадлежат X“ u числовая последовательность {W (xk)} имеет
предел.

Теоремы 8.6, 8.7 представляют собой весьма общие условия сходи-
мости итерационных (компактных) алгоритмов. Теперь сузим класс
рассматриваемых алгоритмов. Сформулируем более сильные (Ho Me-
Hee общие) достаточные условия сходимости итерационных алгоритмов.
В условиях 1), 2) теорем 8.6, 8.7 B качестве меры близости точек вы-
ступала разность значений функции W B этих точках. В следующей
теореме возьмем в качестве такой меры расстояние межцу точками.

Те о р е м a 8.8. Пусть для компактного алгоритма А=(А‚„ Bk)»;

существуют непрерывная функция W: DA —+Е1 и множество Х*

такие, что для любой последовательности {xk}, порожденной А,
выполнено условие:

1) если подпоследовательность {ka}—>xeX*, то для любого
б>0 найдутся такие индексы 18>іг8, что р(х‚х")<б при ’66
E [k8, !,) и

W (x) = 21an (х,“) >35? W (x15);

тогда Х“ не пусто, и минимальные no значению W предельные
точки последовательности {х*} принадлежит 20“.

Пусть, кроме того, выполнено условие:
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2) если {xk5}—>xEX*, то

lim р (xks‘q, xks) = О;
5—)00

тогда алгоритм сходится к Х* no функции, т. e. минимальные
no значению W предельные точки последовательности {xk} принад-

лежат Х*, а полуинтервал [1іп1117(х"), и—шщхг» вложен в множе-
_ k-—>oo

ство W* = {W (x) | x EX*}.
Если в дополнение к предыдущим условиям
З) множество W"‘CE1 не содержит интервалов, то алгоритм

сходится к Х*, т. е. все предельные точки {xk} принадлежат связ-
ному подмножеству Х*, числовая последовательность {W(xk)} имеет
предел и

іг—›оо

lim 9 (xk'H, х“) = О.
k—)oo

Алгоритмы, удовлетворяющие условиям теоремы 8.8, можно на-
звать локальными, а функцию W (x) естественно назвать обобщенной
функцией Ляпунова для алгоритма А.

В формулировке теоремы условие 1), грубо говоря, означает, что
если алгоритм стартует из точки x E X* , то он находит меньшие, чем
W (x), значения функции W B малой окрестности х. Условие 2) есть
ослабленное требование

lim p(xk+1, х*) = 0,
k—-)oo

которое выполнено как следствие всех условий теоремы 8.8.
Теорема утверждает сходимость алгоритма А K связным ПОДмно-

жествам множества X*, которые на практике соответствуют локальным
экстремумам (точнее, являются стационарными множествами) функции
W (x).

Te0peMa 8.8 будет основным инструментом доказательства сходи-
мости итерационных алгоритмов невыпуклой оптимизации B этой
книге. Если выполнены условия теоремы 8.8, то B силу непрерывности
W (x) выполнены и условия теоремы 8.7. Однако из достаточных ус-
ловий теоремы 8.8 следует ряд дополнительных результатов 0 сх0ди-
мости алгоритмов.

Доказательство теоремы 8.8. Докажем первое утвержде-
ние теоремы. Множество предельных точек последовательности {xk},
порожденной алгоритмом, очевицно, замкнуто. TaK KaK W (x) непре-
рывна, то существуют минимальные по значению W предельные точки

k
{x }. Теперь предположим противное: существует минимальная пре-

. k
дельная точка x =11m x 5. He принадлежащая Х*. K подпоследова-

s—voo

k
тельности {x s} применимо минимизирующее условие 1) теоремы, Ko-
T0poe, B частности, означает, что существует еще меньшая по значе-

k . k
нию W предельная точка {x }, т. е. точка x = 11m x 5 He Минималь-

S-PCX)

74



Ha. Полученное противоречие доказывает, что Х* не пусто, и все
минимальные по значению W предельные точки {xk} принадлежат Х*.

Докажем второе утверждение теоремы. Покажем, что интервал

[W,W), Где W, W определены по (8.2), вложен B множество W*.

Предположим противное, тогда найдется с такое, что cE [W, W) H
06E W*. Согласно доказанному первому утверждению Te0peMBI,—W EW*;

поэтому c>W. Выберем число dE(c,W). TaKHM 06pa30M, интервал
[с, d] BJIO)K€H—B (W, W) H cQW’“. Числовая последовательность

{W (Ё)} бесконечное число раз пересекает отрезок [с, d] от с K d,

поэтому существуют такие части {xks,... ,xms} (s = 0,1,...) последо-

вательности {xk}, что либо

W (xks) < 0 < W ос“) < d < W (xms), k е (ks, т,), (8.4)
либо

*в к84—1
W(x ><с<а<№х ).

k
Подпоследовательность {x S} B силу компактности алгоритма имеет пре-
дельные точки. Не ограничивая общности, можем считать, что

_ k

11mx s = x’.
S-kw

Покажем, что х’ & X*. Предположим противное. Toma no условию
2) теоремы

.1322 P (W *'“) = °,
и B силу непрерывности W (x)

513$ [W №“) — W (х*й) = 0.

Вместе с построением (8.4) это дает

W (x’) = lirn W (xks) = lim W (х*й!) = с 5 №,
S-Pw S—VW

что противоречит выбору с. Таким образом, х’&Х*.
k

K подпоследовательности {x 8} применимо минимизирующее усло-
вие 1) теоремы. Выберем такое 6, что

тахт/(у) | p(y, x’)<5}<d- (8.5)

Согласно условию 1), найдутся такие индексы 13)/as, что для доста-

точно больших s будет р(х’г,х’)<б при kE [k8, ls), H

(:2 W (x') = lim W (xks) > Пп? W (x18). (8.6)
S-VCX) 5—)“)
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В силу (8.5) для всех kE [k3, ls) имеет место неравенство W(x”)<d,

H тогда, согласно построению (8.4), 1,<т‚‚ откуда W(xl‘)>c. Ta-
KHM 06pa30M, мы получили противоречие между соотношением_(8.6)

и построением (8.4). Второе утверждение теоремы доказано: [W, W) C

C W*. _
Докажем третье утверждение. Согласно второму утверждению,

[W, W) C W“. Но так как W“ He содержит отрезков, то существует
предел

11m W(x)= 11111 W(x)—- li_mW(xk).
k—boo k-r—oo

Теперь предположим, что существует предельная точка

_ k

x=11mxs,
s-voo

He принадлежащая Х*. К ПОДпоследовательности {xk} применимо ус-

ловне 1) теоремы, которое, B частности, означает, что {W (x*)} преде-
ла не HMeeT. Полученное противоречие доказывает, что все предельные

точки {xk} принадлежат Х*.
Заметим, что здесь мы фактически проверили условия общей те-

оремы 8.1.
k

TaK KaK теперь все предельные точки {x } принадлежат Х*, то из
условия 2) H KOMHaKTHOCTH алгоритма следует, что

lim р (xk'H
k-voo

,x")=0

B конце параграфа в лемме 8.2 будет показано, что тогда множество
предельных точек {xk} связно и, следовательно, принадлежит связному
подмножеству Х*. Теорема доказана.

В предыдущих теоремах отражена с той или иной степенью поц-
робности схема доказательства сходимости алгоритмов от противного;
поэтому некоторые условия теорем носят формальный характер и BHe
контекста доказательства сходимости от противного психологически
неудобны. Переформулируем теорему 8.8 уже без формальных пред-
положений противного.

Пусть {xk} ——последовательность начальных данных для алгорит-
k

Ma А = (А„, D )вгі— Обозначим {x3220 последовательность, порожден-
ную алгоритмом А при начальных данных (х°, ,х"), т. е.

{x3};o= {x5 = ‚ё при kE[0,n]; xZeAk_1(x3.... ‚;&—‘) при k>n}.

T ео р е м a 8. 9. Пусть для компактного _алгоритма _—(А‚„

D);,>; существуют непрерывная функция W: DA —+Е и множест-
во X"‘ такие, что для любой последовательности начальных данных

{xk} выполнено условие:
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1) если {xk‘}—>x€X*, mo для любого б>0 найдутся такие ин-

дексы [,)/г„ что р(х’;Ё$, х) <б при kE [k3, ls) и

W (x) = lim W (xk‘) >EEW (ха);

тогда X* не пусто и минимальные no значению W предельные точки
любой последовательности {yk}, порожденной алгоритмом, принадле-
жат Х*.

Если, кроме того, выполнено условие:
k

2) если {x s} —-›х E X*, mo
_ k k
11m p (x s, x 8
8+”

тогда алгоритм А сходится к Х* no функции, т. е. для любой
k .,

последовательности {у }, порожденнои А, минимальные no значе-
k

нию W предельные точки {y } принадлежат Х*, a интервал
. k _.— k

[11m W(y ), 11m W (y )) вложен в множество 17’“ = {W (x) leX*}.
1...—co :…»

Если в дополнение к предыдущим условиям
3) множество W* не содержит отрезков, то алгоритм А cxo-

дится к Х*, т. е. для любой последовательности {yk}, порожден-
ной А, все предельные точки {yk} принадлежат связному подмно-
жеству Х*, числовая последовательность {W (yk)} имеет предел и

‚3333 p (yk. W) = 0.

+1)=0;

Доказательство. Пусть {yk} — последовательность, порож-
денная алгоритмом А. Очевидно, что она является H последователь-
ностью начальных данных для А; поэтомУ к ней применимы условия

k
1), 2) теоремы, где нужно положить xk = у* и xks = у“. Примени-

тельно K {уд} условия теоремы 8.9 совпадают с аналогичными усло-
виями доказанной теоремы 8.8, откуда следует справедливость теоре-
мы 8.9. Теорема доказана.

Заметим, что из условий теоремы 8.9 дополнительно следует, что
локальные минимумы W вложены в Х*; точнее, если x _ точка, где
достигается локальный минимум W, для которого существует последо-
вательность начальных данных {xk}, имеющая x своей предельной точ-
кой, то x принадлежит X*.

Действительно, в противном случае, запуская алгоритм А из точек
xk—> x, согласно условию 1) теоремы 8.9, мы найдем меньшие, чем W (x),
значения W B сколь угодно малой окрестности х, что противоречит ло-
кальной оптимальности х.

Таким образом, в теореме 8.9 завязаны как условия сходимости ал—
горитмов оптимизации, так H необходимые условия экстремума
функций.

В заключение параграфа докажем Одну лемму о связности множеств
предельных точек последовательностей, использованную при доказа-
тельстве теоремы 8.8, 8.9.
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Сначала приведем несколько фактов из [2] о связности множеств B
метрическом пространстве М .

0 п р е д е л е H H e 8.11. Множество Х C M называется связным,
если его нельзя представить B виде

Х=(Ф1П X) U (CD2 9 X),

где Ф1 H Ф2 — непустые замкнутые множества такие, что

(CD1 (1)00 ((Dzflx)=Q

O п р е д е л е н и е 8.12. Компонентои’ множества Х называется
связное подмножество, не лежащее B другом, более широком связном
подмножестве множества Х.

Каждое множество Х C M распадается на свои связные компо-
ненты.

Определение 8.13. Конечная последовательность точек х°‚…
, xs метрического пространства М называется е-иепью (или е—цепью,

соединяющей точку x1 с точкой x5), если p(x’, x‘+1)<e для LE [0, s).
Множество Х называется е—сцепленным‚ если любые две его точки
могут быть соединены е—цепью, составленной из точек множества Х.
Множество Х называется сцепленныли если оно является е—сцеплен-
ным при любом е> 0.

Всякое связное множество B метрическом пространстве является
сцепленным.

Всякий сцепленный компакт является связным.
k

Лем ма 8.2. Пусть последовательность {x }Z°=o вложена в неко-
торый компакт и

. k k 1
11mp(x ,x+)=0.
k-PCD

Тогда множество L предельных точек {xk} является связным ком-
пактом.
Д о K a 3 a T e JI b с т B о. Покажем, что L является компактом,

т. е. любая бесконечная последовательность точек из L имеет предель-
ные точки. Пусть

{упЬЁО C'- L-
kTaK KaK {уп} являются предельными точками {х }, то существуют

k
TaKHe точки x n, что

9 (xkn. y") < l/n.
k

По условию подпоследовательность {x "} имеет предельные точки; они
же будут предельными и для {yn}. Итак, компактность доказана.

Покажем, что L сцеплено, отсюда будет следовать связность L.
Возьмем произвольное е >О. Покажем, что

limo (х*‚ L):
іг—›оо
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Заметим, что функция р(х‚ L) непрерывна. Пусть

km р (х*‚ L) = lim p (ka, L), lim xks = xE L.
S—voo

Тогда в силу непрерывности р (x, L)

ongEp(xk,L) = lim p(xks,L) = p(x,L) = 0,

что H требовалось доказать.
Пусть теперь для всех k > К будет

о (xk, xk+l) < 8/3, р (xk, L) < 8/3.

Пусть a, b E L. Найдем е—цепь B L, соединяющую a H b. TaK KaK a H b —-
предельные точки {х*}‚ то найдутся такие k2 > k1 > K, что

р‹а‚х*1) <e/3, p(b,xk’) <e/3.

Для точек {х’г}Ё’=;„ по построению найдутся такие yk EL, что

р ‹х*‚ у*› < e/3. k 6 [k1, k2].
Очевидно, что

9 (yk. уд“) < 9 (yk. х“) + р (xk. Ё“) + р (W, уд“) < 8
an kE [1121, 1122); p (a, у,“) < 28/3, р (yk’, b) < 28/3.

TaKHM 06pa30M, {a,yk‘, , yk”,b} ——искомая е—цепь. Так как в
произвольно, то L _ сцепленное множество. Лемма доказана.

§ 9. MeTon обобщенного градиента

‘ В этом параграфе известный метод обобщенного градиента, пред—
назначенный для минимизации выпуклых функций, распространяется
на задачи безусловной минимизации невыпуклых негладких обобщенно
дифференцируемых функций.

С метода обобщенного градиента начинается негладкая оптимиза-
ция. Первоначально он был применен для минимизации (с постоянным
шагом) выпуклых кусочно линейных функций [134], 3aTeM были иссле-
дованы условия сходимости метода [40, 991 и построены многочислен-
ные модификации и обобщения. Мы распространим этот важный меТОД
на случай минимизации широкого класса (невыпуклых негладких)
обобщенно дифференцируемых функций.

Напомним, что обобщенно дифференцируемые функции, вообще
говоря, не имеют производных по направлениям.

Рассмотрим задачу:

f(x) —+ min. x E En, (9.1)

где f (x) - обобщенно дифференцируемая функция такая, что f (x) —›
—› 00 при ||х||—›оо.

79



Определим множество (псевдо-) стационарных точек задачи (9.1):

Х*={ХЕЕ„!066;(Х)}›
где G, (x) —- множество псевдоградиентов f (x) B точке x.

Множество X* замкнуто ВВИДУ замкнутости псевдоградиентного
отображения Gf. Согласно теореме 3.1, все точки локального минимума
f (x) вложены B X*.

Введем множество

F* = {ГОС) | хеХ*}.
Метод обобщенного градиента имеет вид

x0 ев… х*+‘ = х* —№*‚ g" 56, (х*)‚ k = 0, 1, ..., (9.2)

о<р„<!2‚ 1ішр,=о‚ Ход =+оо. (9.3)
‚ню k=0

Следующие утверждения устанавливают сходимость мет0да обоб-
щенного градиента; они будут доказаны позднее.

Теорема 9.1. Предположим, что последовательность {xk}?i=o,
порожденная алгоритмом (9.2) — (9.3), ограничена. Тогда она cxo-
дится к решению задачи (9.1) no функции, т. е. минимальные no

значению f (x) предельные точки {xk}?l_.o принадлежат Х*, и все пре-
дельные точки числовой последовательности {і(х’°)}3°;.=о составляют
интервал, лежащий в множестве F*. Если множество F* не содер-
жит интервалов (например, конечно или счетно), то последователь-

ность {xk}2.°.o сходится к решению задачи (9.1), т. е. все предельные

точки {xk};o принадлежат связному подмножеству Х*, и числовая
последовательность {f (xk)}Z°.__o имеет предел.

Теорема следует из доказываемой ниже леммы 9.2 и общей теоре-
мы 8.9. Так как B нашем случае F"‘ замкнуто, то

[ШШ (x5. kli—mr ‹х*›1 : Р'.
іг-ню +00

Следующая лемма показывает, что если шаги р„ в методе обобщен-
ного градиента достаточно малы, то порождаемые последовательности
ограничены.

Ле M Ma 9.1. Пусть существует c>f (x°), не принадлежащее

F*. Тогда для любого d> с найдется такое R, что для любой
последовательности {р„}Ё=о, удовлетворяющей (9.3) с R <К, после-
довательности точек {xk}, запущенные из х° согласно (9.2), не вы-
ходят из ограниченной области {х| f(x) <&}.

3 a M e ч а н H e 9.1. Требуемое в лемме 9.1 число с заведомо су-
ществует, если множество Х* (H, следовательно, F*) ограничено или
если F"‘ He содержит интервалов.

З a M e ч а н H e 9.2. Практически величина

R = SUP Ри
1230
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подбирается следующим образом [88]. Пусть известно такое число
d>f(x"), что интервал [f(x"), d) He лежит целиком в F*.Tor11a, сог-

ласно]е лемме 9.1, найдется такое R, что при К< R последовательнос-
ти {xk} равномерно ограничены. Запустим алгоритм (9. 2) из
точки х° с некоторыми {pk}‘§=o H Ro = :13; pk. Если на некотором ша—

ге окажется, что f(xk)>d, то прерываем процесс, выбираем другой
ряд {page (с меньшим R1 = skup 9;) H запускаем алгоритм (9.2) с

>О
новыми p; H3 начальной (или рекордной) точки х° H T. д. Если R

yCTaHaBJIHBaeTca TaK, что К„ —›0 при 8—›-оо, то рано или поздно бу-
дет R < R, H соответствующая траектория {xk}Z‘;__o He выйдет из огра-
ниченной области {x | f (x)\< d}.

Доказательство теоремы 9. 1 разобьем на ряд лемм. Прежде всего
докажем важную геометрическую лемму.

Лемма 9.2. Пусть Р—выпуклое множество в Б… причем
О<у<||р||<Г<+оо для всех pEP. Тогда для любого набора
векторов {p'EP|r=k,...,m} u для любого такого набора чисел
{р,ЕЕ1]г=/г,…,т, р,)О}, что

Ya“
т

ЕРт>о>09 SUppr<R= бг
r=k k<r<m

 

найдется индекс l E (k,m], для которого

1—1 1—1 я 1—1
r \ 0'

(pl, Zprp/Zpr)>'l_v Zpr9‘_;f'°

r=k talk r—k

Доказательст во. Пусть

t—l t т’—1 т'

2 р‚<%’%—< 2 р… Z р‚<0< E or.
га:]: r=k r=k r==k

Предположим противное утверЖДению леммы: для всех [E (t, m’]

1—1 1—1
2

(Р’, Z prp'/ 2 р‚)<14——
r=k f=k

Представим

                     
1=1

(Р’; 2 prp') + p? H р' ll“.
r=k

Просуммируем эти равенства по l от t+ l до т’:

НЕУ“ (Р’Ерт) + Ё P?Ilp'll'
z=¢+1

               



В СДЕЛЗННЫХ предположениях справедливы ОЦЭНКИ!

т’ 1—1 m’

v“0<1“2(29r)+y— 29129r+F25UPmр‚ЕР;<
r=k l=t+1 r=k1=t+|

 

v2 2 v2 №20 11
<Г2<зг +31?) 02+7°2+P2 бгг “<1—2Y202-

Полученное противоречие доказывает лемму.
Следующая лемма устанавливает локальное минимизирующее свой-

ство метода обобщенного градиента: если запускать метод обобщенного
градиента из нестационарной точки x с достаточно малым шагом, то
метод наши меньшие, чем f(x)", значения функции f B малой 0K-
рестности точки старта х. Это свойство влечет выполнение условия 1)
теоремы 8.9 H B OCHOBHOM обеспечивает сходимость мет0да.

Лемма 9.3. Пусть последовательность начальных точен: {x3 ? о

сходится к x = lim x5. Будем запускать метод обобщенного градиен-
s-nao

ma (9.2) из начальных точек xs с шагами of (k2 ks) до некоторого

момента ns. Для каждого s получим последовательности {x’floksz

х*8=х8‚ x§+1=x§_p§g§, gfeo,(x§), k=ks,ks+l,...
S

06означим
ns—l

__. k .... 13
p8 —ks)l.lkP; ps’ 03 _ 2 ps'

Если OQG,(x), оз о>>0 и 1ігпр8 == 0, то существует такое е>0,
s-+oo

что для любого eE(0, e] найдутся такие индексы ls, что для до-
статочно больших s ||хЁ—х||<е при kE [k3, ls] и

f(x) = lim f (хз) >”1fi f (x3). (9.4)

Доказательство: Обозначим

Y1 = РЮ; 0106)) = ianIgll |ЕЕО;(Х)}-

B силу полунепрерывности сверху G, существует егокрестность точки
x такая, что для Bcex десну) (||y—x|| <е1) будет

Р (8’ GI (x))< Y1/2
Обозначим

Г1==8ир{||в|||ебб;(у)› ||у—хп<81}.
В силу обобщенной дифференцируемости f(x) для с,—__ yf/(IGI‘I) cy-
ществует такое е2<ер что при || y—x” <82 будет

W) = (“(16) + (g, y—x) + O(x. y. g), (9.5)
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где gEG,(y) и |о(х‚ у, 3)]<с‚]|у—х||. Положим

E = min {ад, оу1/2}.

Зафиксируем произвольное egg. Пусть s таково, что ||х’ — x" <е/4
и р„ < е/(4Г1).

Покажем, что последовательности {xf}k>,k выходят из 8/2—011906'15
ностей точек x‘. Предположим противное: lef—xs ||< 8/2 при всех
[26 [k3, n3]. Тогда, с одной стороны,

—xS ||< е/2< оу1/4.

С другой стороны, представим
ns—l ns—l :1 5—1 ns—l

lleS—xs||=H 2 9ng =le pfgf/Z pf
Ie=tzg k=ks k=ks

При kEUzs, n5] имеет место

||х5—хн<нх5—х8н+НхЗ—хн<з‹з/4;

Р (g’; G} (х)) < ?1/2.

ТЭК K3K Gf (x) ВЫПУКЛО И

Р (0, 6100) = Y1,

то отсюда следует, что все gf (k6 [k3, n81) лежат B полупространстве,

отстоящем от нуля на 71/2. То же самое имеет место и для выпук-
лых комбинаций векторов gk (k6 [k3, n31). B результате получаем

lleS—xll>0v1/2-

llx

       

поэтому

Полученное противоречие доказывает, что последовательности {“СЭ/гыг,

выходят из е/2-окрестностей точек x5.
Обозначим через т„ Момент первого выхода последовательности

{x§}k>ks из е/2-окрестности x“, T. e. для всех іе<т8

|| x? — x8 ll < е/2, || x38 — x5 II > 3/2.
Справедливо

II x2?“ ——x‘ II< ll x’:s—‘— x II + №“ II в;"г‘ II < 38/4.
и для всех kE [k3, ms]

піхё—х||<||хё—х*|| + IIx“—xII<e
Для kE[k3, ms] подставим хЁ и gf B равенство (9.5):

f(XE) = f(x) + (8’? 165—16) + 0 (x, ХЗ; 85) <

<f(x) + (83; x_f—xs) + (ЕЁ, x3 —x) + Crlle—xll<

<f(x) + (85; x? — J6‘) + С; || 165— 36‘“ || + (P1 + С;) || Х“ —- )6 ll- (95)
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Рассмотрим скалярные произведения

(kxk_xs)=_ k k—l „,а—;] , k—‘I

gs’ l (gs’ ; psgs/rzi,Z ps); 9;-

Для их оценки можно применить лемму 9.2, где нужно положить

Р=со{0;(у)|Ну—хн<е}г
”=ng k,gr<ms; Г=Г1› Y=Y1/2-

Выполнены условия

 

ms—l

xms—‘x2 pg; ”___—'!___—> 233,1 >О, limps=0.
r=ks s—voo

Теперь, согласно лемме 9.2, для достаточно больших s найдутся
такие индексы l < ms, что

15—1 13—1 2 13—1

1 & & & у, BY
(gss’ 2 pSgS/ Z ps)>T ’ gs 95>/ -l—_2P112 '

&=&8 &=&8

Перепишем неравенство (9.6) для k = ls с учетом полученных оценок:

Y2 l.—l ls—l

і‹хі*›<і‹х›——д‘—2 р5+с;г12 р5+<г1+с;›нх$—хн<
&=&8 &=&,

Y2

<16“)- +(Г1 + CDHxS—xll- (9-7)192г"—‚2№

Итак, при достаточно Малом @ для всех достаточно больших s мы
указали такие индексы ls, что ||х*——х||\<8 при ігЕ[/г‚, ls] и справед-

ливо (9. 7). Для OCTalJIbeIX s индексы [‚ произвольны. Тогда для верх-

него предела lim 1‘ (x:5) B силу (9. 7) справедлива оценка (9.4). Лемма
8—›Ю

доказана.
Доказательство леммы 9.1. Нам нужно показать ограни-

ченность B условиях леммы 9. 1 последовательностей {xk});… порож-
денных Методом обобщенного градиента (9.2), (9. 3) при достаточно
малых R = sup pk.

Предположим противное: каково бы ни было Rs -—›О (s —› оо), су-
ществует последовательность {x§}g°=o, порОЖДенная методом (9.2), (9.3)
с sup pf <&, ухоцящая в бесконечность.

&>о
Выберем такое число d, что f (x°) <c< d<oo. Обозначим

Г= зир{||в|||вбб;(у)‚ і(у)<‹і}-



Так как G, компактнозначно и полунепрерывно сверху, то оно огра-
ничено на компакте {х| і(19<с1}‚ т. е. Г<оо. Каждая числовая по-

следовательность {f (x§)}k.=o(s = 0, 1, …) пересекает отрезок [с, d] ог
c K d; поэтому найдутся части { $8, , x25} (3 = 0, 1, …) последова-
тельностей {хЁ}&>о (s: О, 1, …) такие, что либо

f(xfs) <с<і‹х*)<а<;(х:з›‚ &е(&‚‚ п,), (9.8)
либо

і(хЁ*)<с<<а<<:.;°‹хз+‘›
k

Последовательность {х$$}‘;°=„ принадлежит компактному множеству

{x | f (x) < с}; поэтому она имеет предельные точки. Не меняя обозна-
чений, будем считать, что

lim х? = x’.
S-Vm

По построению f (x’) < 0. Покажем, что х’ не принадлежит Х* . Дей-
ствительно, предположим противное: x’E Х*. Тогда

о<1іш||х_Ё—8+‘ xf‘ll<1iml‘R,=-—0.

Отсюда вместе с (9.8) следует, что

limf(xk‘) = н…f ‹х*8+‘›= f(x’)=c€ в:

что противоречит выбору с. Итак, х’ Q X“. Для достаточно малого в
в силу (9. 8) и непрерывности f (x) последовательности {х,}ёд(S:-,0 1,.....)
выходят из е-окрестности

. &
х’ = 11m x:,

S-Vm

поэтому для достаточно больших s

n —ls k} хдд ” е

2 „>———>т—
&--==&8

Можно считать, что мет0д обобщенного градиента как бы многократ-

но стартует из точек xfs —› х’ e Х*. К последовательности начальных
&данных {sz}§°=o, KaK теперь видно, можно применить лемму 9.3. Возь-

мем такое e<e(x’), что

тах{і‹х›|нх’—хн<е}<‹і
тогда индексы !„ из леммы 9.3 не больше n8. Но это означает, что мини-
мизирующее свойство (9.4) противоречит построению (9.8). Получен-
ное противоречие доказывает лемму 9.1.

85



Метод обобщенного градиента B виде (9.2), (9.3) имеет главным об-
разом теоретическое значение ввиду крайне медленной сходимости.
Существует много путей его улучшения. Одна из возможностей состо-
ит в нормировке псевдоградиентов в формулах (9.2).

Обозначим через g нормированный вектор g:

g/llgll. gaéO.
0, g = О

В мет0де _(9. 2) вместо g" можно подставить нормированные псев—

доградиенты gk. Для модифицированного таким образом Мет0да сохра-
няют силу теорема 9.1 и леммы 9.1, 9.3.

Лемма 9.4. Для метода нормированного псевдоградиента
остается справедливым локальное минимизирующее свойство, сформу-

лированное в лемме 9.8 (в которой нужно заменить g’; на gf).

Доказательство. Представим
&

x.."'l

ё:

k ' k _
= xs - Pig? = хз — pig?

— __]р’Ё/Неёіъ еЁчЫ,

\Р’ё; gf=0-
Покажем, что к последовательности {#3}.ng B малой окрестности

точки x применима лемма 9.3, откуда будет следовать лемма 9.4.
Обозначим

v1 = р (0› 01(x))> 0-
B силу полунепрерывности сверху G, существует такая 81-0КРЕСТНОСТЬ
точки х, что для любого gEG,(y) (lly—xll <е1) имеет место нера-
венство p(g, G, (х))<у1/2.

Обозначим по-прежнему

F1 = sup{llglllgEGr(y), lly—xll <81}-
Введем индексы

?, = sup {t I ll xf _— хп < e1 vk E [k.. i). te [k5, n91}.
При k 6 [k6, is) справедливы оценки

рі/Г1 < 55 < 295/311-

где

'
O

m:
n-

Обозначим
75—1

58 = 51113913 as = 2 65°
kssk<ts k=ks

Очевидно, что _

ps< 29s/Y1 —-› 0

при 3—+ 00. Если ts = n3, то оз> 031./Г Если ts<ns, то при достаточно
больших s

>;”х5 ”‘sll/P1/>81/(2F1)
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Таким образом,

Es > тіп {81/2, (}}/Г1 = 3 > О.
& _

Теперь очеВИДно, что K последовательностям {х,}?=$ при достаточно

больших s применима лемма 9.3, откуда и следует лемма 9.4.
Теорема 9.2. Для алгоритма (9.2), (9.3), в котором векторы

g" заменены на нормированные g , сохраняют силу результаты 0
сходимости в виде теоремы 9.1 и леммы 9.1.

Аналогично теореме 9.1 теорема 9.2 B силу леммы 9.4 и

№ || х*+‘ —- х* || <33 9. = 0
следует из общей теоремы 8.9.

3 a M e ч а н и е 9.3. Внимательный читатель может заметить,
что множество псевдостационарных точек Х* = {x|0 E G, (x)}, K K0-
торому СХОДИТСЯ мет0д (9.2), может оказаться гораздо шире множества
стационарных точек {xlOE 61‘ (x)}. Это обстоятельство обесценивает
результаты 0 сходимости мет0да (9.2). Поэтому рассмотрим рандомизи-
рованный метод обобщенного градиента:

х° & Е… х*+‘ = х* — р…е’і g" e 6; ‹3*›‚ (9.9)
|| х* — 32" ll < е„ р… е, = 0, (9.10)

“’с „ „где x — случаиныи вектор с равномерным распределением в ед—ок-
&

рестностшточки xk. При условиях (9.3), (9.10) последовательность {x },
согласно теореме 14.1, всегца сходится K X*. Но B этом мет0де на

каждой итерации с вероятностью единица gk66i(xk), поскольку 6‚(х)
B силу теоремы 1.12 почти всюду в Е„ совпадает с ді (x). Таким обра-
зом, B (9.9), (9.10) почти для всех траекторий {х*} используются толь-
ко обобщенные градиенты Кларка функции f (x). И так как отображе-
ние ді (х) тоже является псевдоградиентным для f(x), то в силу тео-
ремы 14.1 метод (9.9), (9.10) почти для всех траекторий {х*} сх0дится K
множеству {xlOE (3f (x)}. Остается заметить, что на практике вообще
нет нужды прибегать K pEKmMKsauHK выбора градиента, поскольку
она и так происходит за счет ошибок округления.

§ 10. Me'ron обобщенного градиента B задаче
условной оптимизации

В этом параграфе метод обобщенного градиента применяется для
локальной минимизации обобщенно дифференцируемой функции при
обобщенно дифференцируемых ограничениях-неравенствах и линейных
ограничениях-равенствах.

Сначала рассматривается задача оптимизации только с одним ог—
раничением—неравенством. Задача с несколькими ограничениями-не—
равенствами легко сводится K ней. Для ее решения применяется метод
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обобщенного градиента (типа [99])‚ использующий внутри допустимой
области псевдоградиенты целевой функции, a вне ее псевдоградиенты
ограничения.

Затем рассматривается задача оптимизации с несколькими ограни-
чениями-неравенствами, упорядоченными по важности; она, вообще
говоря, относится K многокритернальной оптимизации. Задача мате-
матического программирования с ограничениями-неравенствами по-
падает в этот класс, если ввести (произвольный) порядок среди огра-
ничений. Для решения задачи применяется метод обобщенного гради-
ента, последовательно минимизирующий и добивающийся выполнения
убывающих по важности ограничений. При этом целевая функция счи-
тается наименее важным критерием и минимизируется B послед-
нюю очередь. '

Для решения задач оптимизации, с0держащих линейные ограни-
чения-равенства, предлагается использовать известные методы неглад—
кой оптимизации, в том числе и рассмотренные в данном параграфе,
B которых обобщенные градиенты заменены их проекциями на линей-
ное подпространство, отвечающее линейным ограничениям.

Рассмотрим задачу математического программирования:

іо(х)—›тіп‚ x613... (10.1)
при ограничениях

і;(х)<0‚ і=1‚2‚..., m, (10.2)

ft (x) — обобщенно дифференцируемые функции, G, (x) -— их псевдогра-
диентные отображения.

Свернем все ограничения-неравенства задачи (10.1), (10.2) B одно.
Это можно сделать многими способами. Например, ограничения (10.2)
эквивалентны Одному ограничению вида

h(x)Ema§ f) (x) <О, (10.3)
1$і\т

или

h (x) ==:- Ё max (0, f) (x)) < 0. (10.4)
і=1

Первая функция удобна тем, что при ее использовании в метолах
оптимизации необходимо вычислять лишь значения ВХОДЯЩИХ в нее
функций і„(х) и Один градиент той функции, на которой максимум
достигается.

Для второй функции нужно вычислять значения и градиенты всех
входящих функций. Однако вторую функцию легче минимизировать,
поскольку в ней минимизируется сразу несколько функций і, (х). По-
этому, если Д (х) просты и отмасштабированы, лучше использовать
вторую функцию h (x). Отметим, что на практике B случае ограниче-
ния (10.4) вместо нуля B правой части нужно поставить малое поло-
жительное число, чтобы правильно определять допустимость точек.

Естественно, свертывание исходных ограничений в Одно неглад-
кое ограничение выда (10.3) или (10.4) рассчитано на наихудший слу-
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чай, т. е. предполагается, что [, (х) (! = 1, 2, …, т) являются достаточ-
но общими обобщенно дифференцируемыми функциями. Если ограни-
чения }, (х) < 0 имеют специальный вид, то для решения задачи сле-
дует применять или разрабатывать специальные меюды.

Напомним, что вычисление псевдоградиентов сложных функций
(10.3), (10.4) следует проводить по правилам § 1.

1. Задачи с одним ограничением-неравенством. Так или иначе,
мы будем рассматривать задачу вида

f(x) = min (10.5)
при ограничениях

&(х)<о‚ хЕЕп, (10.6)
где f (x) и h (x) — обобщенно дифференцируемые функции.

Без существенного ограничения общности можем считать, что
h (х)—›оо при || х||—›+ 00. Если это не так, то всегда вместо h(x) M0-
жем взять функцию

”(x) = max (’1 (x): H x H — C).
где С — достаточно большая константа.

Определим многозначное отображение x —› G (x):

of (Х), h (x) < 01

G (x) = C0101“). дн (x)}, h (x) = 0»
6110‘), h (x) > 0.

Согласно теореме 3.1, если х* — точка локального минимума f (x)
B области {х|/1(х)< 0}, 1‘0 0 E G (x"‘) и h (x*) < 0.

Метод обобщенного градиента для решения задачи (10.5), (10.6)
имеет следующий виц:

‚дев… х*+‘=х*—р,д*‚ ngG(xk), &=о‚1‚...‚ (10.7)

0< pk < R, 11m р,{ = 0, 2 р„ = 00. (10.8)

Вне допустимой области метод (10.7) минимизирует функцию h (x),
a внутри — целевую функцию [ (х).

Вместо gk B методе (10.7) можно использовать нормированные ве—
личины

Е— gk/llgkll. gkaeo.
0, g" = 0,

при этом все утверждения 0 сходимости метола сохраняют силу, как
в задаче без ограничений.

Обозначим:
D = {x | h (x) < 0} — допустимая область;
Х* = {x | x ED, О E G (x)} — множество стационарных точек задачи;
Р’“ = {f (x) | x EX’“) — множество значений f(x) на Х*;
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X}; = {хмед ОЕО„(х)}—множество стационарных точек функ—
ции h(x) вне области D;

H‘ = {h (х)|хЕХ;,}———множество значений h(x) на Х;,.
Сформулируем результаты 0 сходимости метода. Следующая лемма

&
устанавливает ограниченность последовательности {x });…

Лемма 10.1. Пусть существует число с>тах {0, h(x°)}, He

принадлежащее Н*. Тогда для любого d > с найдется такое R, что

для любой последовательности {рд};Ё°=о, удовлетворяющей (10.8) с
R < R, последовательности {хЁ};Ё°=0‚ запущенные из x0 согласно (10.7).
не выходят из ограниченной области {x|h(x) <б}.

Поскольку вне допустимой области D алгоритм (10.7) минимизиру-
ет функцию h (x), то лемма 10.1 аналогична лемме 9.1 и доказывается
точно так же. Здесь также остаются B силе замечания 9.1, 9.2 относи-
тельно подбора величины R. B частности, алгоритм вида

;… _ ] xk — ohgk, gk 6 G (xk), если &(х*) <d,

| хо» если h (х,?) > d

(d>max {0, h (x0) }, {ph}§;o удовлетворяют (10.8) с произвольным R и
интервал [тах {О, h (х°)}, d) не лежит целиком B H*) He более чем K0-
нечное число раз выюдит из ограниченной области {х|/1(х)<‹і}.

Теорема 10.1. Предположим, что последовательность {хЁ}Ё°=0
ограничена. Тогда:

1) минимальные по значению h (x) предельные точки {xk}Z°=o npu-
* . '.—"

надлежит множеству D U Xh, а интервал [11mh (xk), 11mh (xk)] вло-
— ,г—нзоіг—юо

жен в множество Н* U {h E R1 | h < 0};
k2) если существуют предельные точки {x }Z°=o, принадлежащие D,

то минимальные из них по значению f(x) принадлежат Х*.
&

Теорема 10.2. Пусть {x };Ё°=о ограничена, множества Н* и F*
не содержат интервалов. Тогдаз

1) либо все предельные точки {хЁ}Ё°=о не принадлежит допустимой

области D, и принадлежат Х;„ и существует предел limh(xk) >0;
k-vw

x

2) либо все предельные точки {xk}?=o принадлежат допустимой
области D, и тогда все они принадлежат связному подмножеству
Х*, a последовательность {f (xk)}2°.=o имеет предел.

Следствие 10.1. Пусть последовательность {х*}Ё°=О ограниче-
на, a функция h(x) не имеет стационарных точек вне допустимой
области, т. е.

{xlOEGh (x)} CD.
& .,

Тогда все предельные точки {x }Z°=o принадлежат допустимои области,
и, следовательно,

1) минимальные из них no значению f(x) принадлежит Х*, a

[1111100. km I ‹х*›1 : 0‘:
k_'°° —›оо
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2) если F* не содержит интервалов, то все предельные точки
&{х }Ё°___о прийнадлежат связному подмножеству Х* и существует пре-

дел 11111 f (x ).
k—Hzo

Теоремы 10.1, 10.2 и следствие 10.1 обобщают теорему 9.1 0 сходи-
мости метода обобщенного градиента на случай задачи минимизации с
ограничениями. Прежде чем доказывать теоремы, докажем минимизи-
рующее свойство метода обобщенного градиента при наличии ограни—
чения.

Лем м а 10.2. Пусть последовательность начальных точек {xs}§°=o

сходится к x = lim x5. Будем запускать метод обобщенного гради-
s-roo

k
ента (10.7) из начальных точек xs с шагами р, (k) 12,) до некото-
рого момента n8. Для каждого s получим последовательности

1? ns _

{х8 &=&;
k _ 8 & 1_ & & &sz—x, xs+ —xc—p‘gs,

ngGWf), k=k3’ ks+ 1,...

Обозначим
ns—l

__ & _ &
93—53395, 03—21 95°

’ S &=&8

Если 0€G(x), 03>0>0 и lirn р8 = 0, то существиет такое
s-roo

Ё> 0, что для любого еЕ(О, е_] найдутся такие индексы %> us, mw
lef—XII<8 при kElks. ls] и

1) h(x)=11mh(x5)>fifih(xgs), h(x)>0;

2) f(x) = птоз) $115109), h(x) <0;
3) f(x) =11m;(x5)>11—m)(xgs). 091E110?) h(x): 0.

$4“) S-‘Vw 5900

Д о K a 3 a т е л ь с т B 0. Утверждения 1), 2) леммы следуют при

достаточно малом & из леммы 9.3.
Рассмотрим случай h (x) = 0. Обозначим v1 = р (0, G (x)). He-

трудно проверить, что отображение G локально ограничено и замкнуто
и, следовательно, полунепрерывно сверху. Поэтому существует такая
егокрестность точки x, что для всех gE G (y) (||у —х || < 81) имеет
место неравенство

Р (g, G (x)) < 71/2.

Обозначим

г, = SUP{|lgl||gEG(y). ||y—x||<e,}<oo,

B силу обобщенной дифференцируемости f(x) и h (x) для лю-
бых констант с„ с„ >О найдется такое 82 < 81, что справедливы
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СООТНОШЭНИЯ

W) = f(x) + (171 y — x) + 01(x. 11. gr).

h(y) = h (x) + (Ям y— x) + 01105» y. £11):

где |0;(х. y. е;)|<0;||у—х|| И Ioh(x. y» gh)l<chlly—xll при Ну—
—х|| < 82 и g, ЕО, (у), g, 601. (y). Константы с, 11 с„ будут уточнены
позднее.

Положим

(10.9)

3: min {ва, 071/2}.

Зафиксируем произвольное еЕ(0, Ё]. Пусть s таково, что || 168 - x H <
<8/4 И Рв<е/(4Гі)°

kПокажем, что последовательности {х, };;с ВЫХОДЯТ из е/2-окрест-
S

ностей точек x‘. Предположим противное: || x: —x3 || < 8/2 при всех
kE [k3, n3]. Тогда, с одной стороны, имеем

ll x23 — xs || < 8/2 < 071/4.

C другой стороны, представим

п8—1

2 Р:-
&=&$

ns—l

leg's—x‘u=“2 pgg:
k=ks

  

ns—l ns—l

21 958172 0’:
k=ks k=ks

    

Здесь для всех k E [k8, п,]

||хЁ—х||<||хЁ—х$||+ ||х8—х||<Зе/4;

поэтому

9 (в?» G (x)) < №.

Так как G(x) выпукло и р(0, G(x)) = Y1: 1‘0 все gf (йена… n81) лежат
в полупространстве, отстоящем от нуля на 71/2. То же самое имеет
место и для выпуклых комбинаций векторов ЕЁ (k 6 [k,, n,]). TaKHM

06pa30M, с другой стороны, имеем

п3—1
n 3 Y оу—нхд—х I127? 2 9971.

k=ks

Полученное противоречие доказывает, что последовательности
{xf }25_k выходят из е/2-окрестностей точек x3.

_ S

Обозначим через та момент первого такого выхода, т. е.

&
то = max {"1 | || хз — x5 ll < 8/2 We E [k3, т); т 6 [k3, n11}-

Справедливо

" x?" —xII < 9T8“ Нв?“ II + II x133" —— хз II + II x° - x ll < e.
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Представим

g:= „в„ + MB... гдеб; (x5). g2. ее;, (x5). А;; + А;, = 1.
Для 126 [138. т,] псдставим xf 11 gfsEG, (хг) в равенство (10.9):

№5) = W) + (g’;.,. 265- x) + 0100165. 19?.) <

<і(х) + (ей„ xf—xs) + (ЕЁ, xs—x) +0;||ХЁ—Х||<

<10) + (g1. xf—x‘1 + c, IIxf—x‘II + (1‘. + of) II xs—xll- (10.10)
Аналогично

н‹х5›<п‹х› + (ей„ хг—х*›+с„пхё'—х$н+ (P. +ch)IIx‘—in.
(10.11)

Теперь рассмотрим скалярные произведения

—1 k—l

(g5, xf-x’) =—(вё*› E192! IZP') 2 Р:
r=ks rnks r=ks

где g; 60 (х;) (г E [12,, т‚]). Для их оценки можно применить лемму
9.2, где нужно положить

P=C0{G(y)llly—x||<31}?
pf = 8;: Г E [km ms]; Г = P1; Y = ?1/2-

Выполнены условия

”'в—1 xma—II x II > „ 1' 0
E, 95>——г—/2_г1 ‚Ёш— .

Теперь, согласно лемме 9. 2, для достаточно больших s найдутся такие
индексы 18<т8, что

l—1 15—1 2 13—1
Y1(818,2,p,g*/2kspf)>/T. 2'1.p> 182112. (10.12)

Напомним, что мы рассматриваем случай h(x) = 0. Покажем, что
при соответствующем выборе константы с„ при достаточно больших s
будет h (xgs) < 0, что доказывает вторую часть утверждения 3) леммы.

Действительно, предположим, что h (xis) > 0. Тогда д‘: = в;; ‚ и на

(10.11) получаем

о<&‹х;з><——“—2 p,+c,.1‘ >; р:+‹г +0.)le —xll
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E0111 си<у2/(16Г,), то

2
1 s

—— с Г. с x — x ,\ 19211? Y1 +( + h)“ ”

что невозможно при достаточно больших s. Это противоречие доказы-
вает вторую часть утверждения 3) леммы.

Теперь имеем две возможности для достаточно больших s: h (x:)<О

11 h(xés) = 0. При ‚1(Хіз)<0 имеет место равенство gls = gis; поэтому
S S

неравенство (10.10) при k: 1, можно переписать в виде
Y2 ls—l 15—1

1
f(xis)<((x)—T Z Pf+cfr1z 95+(Г1+01)||Х`—ХН-

&=&, k=ks

Если с‚\<у,/(16Г,), то
2

і(хі*)<і(х)— Т_Г9ЁЁ‘2 v.8e.+<1‘ +с;› le —xII
Отсюда для s таких, что h (x:8)< 0, следует справедливость утверж-

дения 3) леммы.
Рассмотрим случай h(x:5)—— 0.1/13 (10.11) при k = 1s получаем

1,——1

(921’ Z pig?) <%
&=&,

Из оценки (10.12) имеем
[8—1 2"15-1 ls—l

94.2(8'3 2 РЁЯЁ)> +2 91-11.8(g152 PM)?

2 №5
k=s

+(F1+Ch)“xs_x“-
 

 

 

 

2 ls—l

у s
>(—8L —-С;,Г1) Z рЁ—(Г, + ch)|[x —x||. (10.13)

&=&,

Теперь подберем полходящее значение для константы с,; все пре-
дЫДущие рассуждения верны при ch—— 111/(16R). При достаточно боль-

ших s правая и левая части (10.13) положительны, поэтому, учитывая,
что 0 <%}?<1, получаем

1,_1 у21—5

(в;, zpfg§)>igkkl:12§—<P.+ch)IIxS—xll.
k=kS

П0дставляя эту оценку в (10.10), получаем для k = 1s пр. доста-
точно больших s

Y2 ls—l ls—l

і(х’,*><і(х)— —,—2р:+е;г z рг+‹2г,+с;+с„›нх —xII
&=&, &=&,
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Теперь подберем значение с, (с„ было указано ранее). Все проведен—
ные рассуждения верны при с, = vf/(32I‘1). Тогда

2

і(Х_Ё,*)<і(Х)— —,——,`;‘Г, № + (2P. + of + ch)” x —xII

Отсюда для s таких, что h(xéS) = 0, также следует первая часть ут-

верждения леммы. При небольших s индексы ls произвольны. Лемма до-
казана.

Имея для метода (10.7) минимизирующее свойство B виде леммы

10. 2 и при ограниченных {xk}k=o свойство 1im||xk+1 —xk|| = 0, можно

вывести справедливость теорем схоцимости 101,102 113 общих ре-
зультатов 0 сходимости алгоритмов § 8.
Доказательство теоремы 10.1. Вне допустимой об—

ласти D метод (10.7) минимизирует функцию h (x), KaK B задаче без
ограничений, при этом роль функции Ляпунова играет h (x), роль мно-

жества решений —множество0 U Х;°,. Функция h (x) 113D U X;z про-
бегает значения из множества {hE Е,|/1<О} U H*. Отметим, что
Н* замкнуто. Поэтому первая часть теоремы 10.1 следует из теоремы
9.1 сх0димости метода обобщенного градиентав задаче без ограниче—
ний, или, другими словами, из (10.8), утверждения 1) леммы 10.2 и
общей теоремы 8.9.

Вторая часть теоремы 10.1 следует из условий 2),3) леммы 10.2.
Действительно, предположим противное. Пусть

- k
x=11mxS

S-FOO

есть одна из минимальных по значению f(x) предельных точек {xkb‘SLO
B области D, не принадлежащая Х*. Можем считать, что алгоритм

(10.7) как бы многократно стартует из точек x]?5 (s: О,1‚...); при

этом получаются последовательности {xk}k;ks. K ним применима

лемма 10.2.
Если х—внутренняя точка области D, то из утвержцения 2)

леммы 10.2 следует, что при достаточно малом e существует еще
&

меньшая по значению f внутренняя предельная точка {x }Ё°___0, что
противоречит минимальности х.

Если x лежит на границе D, 1‘0B силу утверЖДения 3) леммы 10.2
опять существует меньшая по значению f допустимая предельная
точка {xk}?=o, что опять противоречит минимальности х. Теорема 10.1

доказана.
Доказательство теоремы 10.2. В теореме 10.1 показано.

. k =— k
что интервал [11mh(x ), l1mh(x )] вложен B множество

_ іг—›ооіг—›оо

H*U{hEE1lh<0
яв



Отсюда следует, что либо интервал [11mh(xk), lTth(xk)] ue1111K0M
— k-voo.,

вложен B множество {h ЕЕ, | Ь< О}, 11k 'Ё‘огда все предельные точки

{х’е}Ё,°=0 принадлежат D, 111160 существует предел

lim h(xk) > 0,
k-mo

и тогда предельные точки {хй};о=0 не принадлежат допустимой области

D. B этом последнем случае все предельные точки {xk} принадлежат

ХД. Действительно, если это не так, то существует предельная точка

lim xks = x & Х*.
8-›оо

Можно считать, что алгоритм (10.7) как бы многократно стартует из

точек x"5 (s = 0,1,...), 11p11 этом получаются последовательности

{xk}k>ks. K ним применима лемма 10.2. Минимизирующее свойство 1)

этой леммы, B частности, отрицает возможность существования пре-
. &

дела l1m h (x ). Полученное противоречие доказывает первое утвержде-
k-voo

1111e теоремы 10.2.
Докажем второе утверждение теоремы. Как было показано выше,

либо все предельные точки {xk}?___o не принадлежат D, 111160 все они
принадлежат D. Предположим, что все они принадлежат D. Будем

рассматривать значения f(x) на точках xk независимо от того, допу-
стимые они или недопустимые. Можем считать, что метод (10.7)
минимизирует функцию f(x) на D, причем имеет место мини-

мизирующее свойство 3) JIeMMbI 10.2 11 B c1111y ограниченности {xk}

выполнено lim|| x"+1 _:с’с || = 0. Тогда утверждение 2) теоремы 10.2
іг-ию

следует из общей теоремы 8.9.
2. Задачи с несколькими ограничениями-неравенствами. Рассмат-

ривая метол (10.7) решения задачи (10.5), (10.6), мы видим, что он сна-
чала как бы минимизирует функцию h (x), a затем функцию f(x) на M110-
жестве {xlh ‹_х)<0}. Ничто не мешает увеличить число последова-
тельно минимизируемых функций. Таким образом, мы приходим K
мет0ду решения задачи математического программирования с несколь-
кими ограничениями как задачи многокритериальной оптимизации.

Итак, рассмотрим задачу математического программирования:

і,… (х) —› min. x Е Е… (10.14)
np11 ограничениях

і;(х)<с;‚ і=1‚2‚…‚т‚ (10.15)
где будем считать, что ограничения і,(х) < с, упорядочены (по важ-
ности).

Ограничение с меньшим индексом будем считать более важным, чем
ограничение с ббльшим индексом, и, следовательно, нужно добиваться
его выполнения в первую очередь, т. е. минимизировать соответству-
ющую функцию h(x) до уровня с,. Лишь добившись выполнения всех
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ограничений, мы приступаем к минимизации целевой функции fm+l (x),
c которой также можно связать некоторый уровень с…+,> —оо‚ т. е.,
по существу, не различать ограничения и целевую функцию.

При этом, если ограничений много, мы можем и не добиться выпол-
нения менее важных ограничений, а процесс оптимизации остановится
на каком—то ограничении і* (1 < і* < т + 1). Соответствующая
точка х* будет решением задачи

і„ (х) —›п1іп (10.16)
при ограничениях

[, (х) < с„ 1 < j< 1'". (10.17)

Таким образом, под решением, возможно, несовместной задачи
(10.14), (10.15) с упорядоченными ограничениями естественно пони-
мать такое оптимальное решение х* совместной задачи математичес-
кого программирования вида (10.16), (10.17), что

і,. (х') > в,…
Если множество {х| і, (x) < с,} пусто, то можно считать, что задача
(10.14), (10.15) вообще не имеет решений.

Введение поряцка на множестве ограничений есть один из способов
рассмотрения несовместных задач математического программирования.

Для задач с упорЯДоченным множеством ограничений можно также
ввести функцию полиности. В этом плане нам удобно обратиться к за-
дачам максимизации.

Пусть необходимо максимизировать функцию (p1 (x) 11a множестве
Х c: En, чтобы превысить уровень с„ затем необходимо максимизи-
ровать ф, (х) на множестве {x E X [fl (х)>с,}, чтобы превысить>уро-
вень с„ затем функцию ф, (х) на множестве {x E X | ср, (х)> С„
q), (x) > С,}, чтобы превысить уровень с„ и т. д.

Заметим, что в рЯДу ср, (x), ..., q), (x), ..., ф„ (х) Одна и та же функция
может повторяться несколько раз под разными индексами j, 110 с ббль-
шими значениями уровней с„ что будет отражать убывающую важ-
ность больших значений этой функции. Проблему упорядочивания це-
левых функций по важности мы здесь не обсуждаем.

Для рассматриваемой задачи построим функцию полезности Ф (ср),
где (1) == (ф„ ..., фт) E Em. Эта функция должна быть тем больше, чем
больше выполнено ограничений 11 чем больше значение функции в
первом невыполненном ограничении. Мы предположим, что ф, (х) >
> 0 (] == 1, …, т) при x E Х . Этими свойствами обладает следующая
функция:

Фи 0<Ф1<Си

% + c1. 01 < <p.. 0< (pg < ca.

) (Pa+c1+ca1 …01<(Р1‚ 02<CP21 OO<CP3<039
Ф(Ф) : ° . . о - . o o

q3m+C1+Ca+...+Cm_l, C1<CP1,...,C—ml<‘(Pm—1’

0 < срт< с,…
. с,+с,+…+с„„ с,<‹р„...,с„,<ср„,. 



Если есть функция полезности, то задачу многокритериальной оп—
гимизации можно решать «в лоб», подставив критерии ср,- (х) B функцию
полезности Ф ((р) и максимизируя получившуюся функцию по x. При
этом все зависит от свойств функции Ф (ср) 11 01 той информации, кото—
рой мы о ней располагаем.

В данном случае функция Ф (ф) разрывна, Однако она является
квазивогнутой, т. е. множества {‹р E Em |Ф(ф)> с} выпуклы (они
имеют вид {фЕЕт|ф,>с„ ‚ ф„>с‚,‚ ср‚,+1>с}, где с, + 02 +

.. +с„<с<с,+с2 + +ck+l).

Если мы подставим квазивогнутые функции ср (х) B Ф (ср), то полу-
чим квазивогнутую функцию Ф (q) (x)), так как выпукло множество

{хіФ (Ф(х))>0} = {x l (11 (x) > Си ›Ф& (x) >С… Ф,… (х)>с}‚

где с,+с,+… +с‚,<с<с,+с,+... +с‚,+1.

Существующие меТОДы максимизации квазивогнутых функций
[75] обоснованы в предположении их непрерывности. Мы рассмотрим
более общую ситуацию, когда функции ср,— (х) обобщенно дифференци—
руемы, и построим метод минимизации функции Ф (ср (х)).

Чтобы максимизировать Ф B точке cpEEm, нужно максимизировать
первую функцию ср,- B ряду (р„ (р„ ‚ (pm, не достигшую своего
уровня с,. Применительно к задаче минимизации (10.14), (10.15) это
означает, что нужно минимизировать функцию [, (x) первого из невы-
полненных ограничений. Поэтому рассмотрим следующий метод реше-
ния задачи (10.14), (10.15):

х°ЕЕт xk+l=xk—Pkgk1 ngGz-Axk), k=0,1,...,

і&= гп1п{1|11<т+1 (J(xk)>01 (%+, = —°°)}-

Мы можем рассмотреть даже несколько более общий метод:

х°ЕЕ‚„ х*+‘ = х*—р‚,в* g"60(x"). (10.18)

О<р,<К, 1ішр,=о‚ 2р,=оо, (10.19)

Где k=0

G(x)=00{01(x',(x); 01(16): №100}; (10.20)

і(х)=-П11П{]|11<т+1]°,(х)>с‚ (0m+1==—°°)}1 (10.21)

J(x) =_=. {H 1 <} < і (х), [, (x) = с,}, (10.22)

G, (x) — псеВДоградиентное отображение функции і, (x) задачи (10.14),
(10.15) (j = 1, 2, …, т 1.

Сформулируем аналог леммы 10.2 для этого метода. Сначала дока-
жем полунепрерывность сверху отображения G (x).

Л е м м а 10.3. Функцияі (х) и отображения x —-› J (x), x —-› i (x) U
U J (x) полунепрерывны сверху.
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Доказательство. Согласно определению (10.21) индекса і(х)‚
имеет место і,‹х)(х)>с,‹х). В силу непрерывности [№, неравенство

I’m (y)>0“x) сохраняется для у из некоторой окрестности х. Здесь
i(y) < і (х) и функция і (x) полунепрерывна сверху.

Если

fj(x)#5j.

10 f1 (у) = с,— для y 113 некоторой окрестности х. Отсюда следует, что
J (y) C J (x), 1. е. отображение J (x) полунепрерывно сверху (и зам-
кнуто).

Докажем, что отображение х-›і(х)Ц J (x) 3aMK11y10; B данном
случае это эквивалентно его полунепрерывности сверху. В силу уже

доказанной замкнутости J (x) достаточно показать, что если xk —› х,

t(xk) —+ і, то і E і (х) U J (x). Согласно сказанному выше, i < і(х). Так как

&
іі‹х*› (x ) > Сі‹х*)’

то для достаточно больших 11:

(105k) > Ci!

11 B силу непрерывности [, (х) имеет место f,- (x) > c,-. Отсюда следует,
что либо i = i (x), либо i E J (x). Лемма доказана.

Л е м м а 10.4. Отображение x —› G (x), где G (x) построено со-
гласно (10.20) —(10.22), локально ограничено, замкнуто и, следователь-
но, полунепрерывно сверху.

Доказательство. Напомним, что псевдоградиентные отобра—
жения (},-(х) функций і, (x) локально ограничены и замкнуты
(j = 1, 2, ‚т + 1). Поэтому и G(x) локально ограничено. Докажем

замкнутость G. Пусть xk—+x, ngG(xk) 11 gk—>g; нужно показать,
что gEG(x).

Представим

8Ё=ЖЁхй8Ё<хё>+ 2 №8)“ ’vkuxk)’ ЖЁ>0›
і61‹х*›

&?‹,&‚+ 2 11:1. 1111,60,”, ‹х*›‚ джоли).
]еЛх")

Для достаточно больших k, согласно лемме 10.3, J(xk)cJ(x);
поэтому можно представить

& & &
g = M(xk)g’f(xk) + 2 М gf,

i€J(x)

где

ж+=о и &іебмх) при ібЁ!(х*)-



В силу конечности набора функций {, (x) существует такая под-

последовательность индексов {ё,}, что і (ka) = і, J (х,“) : J (x) 11

)?и,‚=жі"—›М>0. №»… м+ 2 №1.
№№)

еЪ,-е’і’—›в„ 111—>111. іеих).
В силу замкнутости отображений G (1 _ 1, 2, ‚ т + 1) 8160106).

ngG,(x) (jEJ (x)). Согласно лемме 10.3, 111160 і = і(х)‚ либо iEJ(x);

поэтому &

g=limg =11g1+ 2 имел,).
k-voo

№№)
Лемма доказана.

Л ем ма 10.5. Пусть последовательность начальных точек {x‘};'°.o
сходится к x === 11m x‘. Будем запускать метод (10.18) ив начальных

Нео

точек x‘ в шагами pf (іг> k.) до некоторого момента и,. Для

каждого s получим последовательности {xf }';f_,,s:

и:: = x‘, x§+1= xf—pfgf, ngG(xf), k .. &,‚ k, + 1,

Обозначим
ns—l

== su * 0 == kРа рр. ’ 8 2 p. '
1235 11:]:

S

Если 0 & G (x), о,> о > 0 и 1іш р, = 0, то существует таков
8—>Ф

;(х)>0, что для любого eE(0,E] найдутся такие индексы !„ что
для достаточно больших s ng—xllge npu kE [/г„1,) и

1) f‘(x)(x)us111£ft(x) “%>—ЁЁ“… (хів), гдеі (х)= min {] | 1< і<т+ 1.

fl (x)> 01 (%+) = _ °°)};

2) сайта:?) то) где 1‹х)={1)1<1<і‹х›‚ і;‹х)=с;}.
Д 0 K a 3 a т е л ь с т в 0. Доказательство этой леммы в основном

повторяет доказательство леммы 10.2. Обозначим

т=р(0‚0(х))>0—

В силу полунепрерывности сверху G (x) (11eMMa 10,4) существует
такая е,-окрестность точки x, что для всех gE0(y) (l у—х||<е,)
имеет место р (g, G (x)) < у/2. Обозначим

F=8UP{II'gI|IgEG(y). ll y—xll<e1}<oo-

В силу леммы 10.3 существует ея—окрестность точки x такая, что
для всех {у|||у—х||<е,} имеет место J(y) с J(x), 1°(y)(i(x)UJ(x).
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В силу обобщенной дифференцируемости функций [, (x) для
a = 72/(321‘) найдется такое е,<е2‚ что

і; (у) = і; (x) + (вру —x) +0; (x. y. 111). (10-23)

где |01(x,y.g1)l < ally — xll при lly — xll<e. и г; 601(1)
= 1, ,т+ 1). Положим

Ё: = min {В„ 07/2}.

Зафиксируем произвольное @ E(0,e].1'Iy01B s таково, что || xs—x|l<e/4
и р, < 8/(4Г)-

Как и B лемме 10.2, последовательности {xf „::=,сз выходят на (8/2)'

окрестностей точек х,. Ивдексы т, обозначают моменты первого
такого выхода. Справедливо ЦхЁ—х||<е при &Е[&„ т,].

Для каждого s представим

£5 = 2 че, в:,- ее,- (хз),
іечхЁшлхЁ )

1290 2 @=).
іецхішлхі)

Для &Е[&„т,] подставим x: и gfj, где

іЕ [‹хг'шжхі),
B соотношения (10.23):

f1(x§)<f1(x) + (від xf— 16‘) + all xf— ‚„ II + (Г + a) ll ‚„ -- x Н— (10.24)

Рассмотрим скалярные произведенгия

(g5 › x? — x‘) = — (gt, 2; ngz/kzl 92) Е р;-
г= , &=&, ;=&,

Как и B доказательстве леммы 10.2, для достаточно больших s найдутся
такие индексы l, < т„ что

 

1'—1 [S--l [‚_-1

(g", Z р,kgk/Z 98%);1 Z P: > юга ' (10°25)
&=&, &=&8 leaks

Обозначим і,: 1'(x’S), J, = J (xi‘). Имеем

g.5=1:.-sg::,+ 2 №:) (10-26)
[€13

Для jEJ,cJ(x) 11 &= l, 113 (10.24) получаем
1,—1

0: = f1(x:s)<01 + (gffixf—x‘) + (11‘ 2 of + (Г + a)||x‘—x||,
&=&,
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откуда
!8—1

-(g.,.xxs’s—x‘Kal‘ 2 pf+(P+a)I|xs—xu. (10.27)
k=ks

Из (10.25) — (10.27) получаем

A’£:s(gslss_’2 pskgs)>8Vi_;ді pk— 2$Ъ‚8(8ц’ E pfgf)>

k=ks =ks [Е.] links

1,_1 1,_1

_ 2 95— 2 №(0Г 2Pf+<F+a>le‘—xn)>

Тв“ Z P? —(P+a)llx5—x||. (10.28)
k=ks

При достаточно больших s правая 11 левая части (10.28) положитель-

ны, 0 <71: g 1; поэтому
S

15—1

(11:35.1?—2ksfpgf)>Y—2… 2. pf— <F+a)|lx‘—x||-
k=ks

Эта оценка, очеВИДно, выполнена 11 когда J, = И . Подставляя ее
B (10.24) для &= ls и i=1}, получим

18—1 18_1

і,‚(х.’8)<і‚-$(х) —- т—б 2 р5+аг 2 p: +2(I‘+a)uxs—xn<
маз &=&8

1—1

<r.,<x>— 3—3— >;, pt+2<r+a>nxs—x1<
k=ks

2

<12, (x1—TJ4F—ne+2(r+a)uxs—xn . (10.29)

Теперь покажем, что при достаточно больших s

f1(x§5)<cp 161m.
откуда будет следовать второе утвержцение леммы. Действительно,
предположим противное: при сколь угодно больших s найдутся такие

16/05): ЧТО f1(x:‘)>c,-. Определим индексы

1. == тіп {і 1 і 6 J (x). f1(x§$)> c1}.
Очевидно, что

1', = 101:) < 1,.
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Согласно BB160pye<32, имеет место

536 і (x)UJ(x).

Вместе с предыдущим неравенством это дает 1', E J (x). Отсюда с
учетом того, что

1
its (xss)>c[s’

следует противоположное неравенство: і‚> ],. Итак, мы показали,
. 11110 1, = 1,. B этом случае одновременно выполнены cJ <st (sz) и

8

ft, (x) = cJ. Педставляя эти оценки в (10.29), 11011y113e1v1 противоречие
S

для достаточно больших 3:

Y2

cisgcis—Wye+ (Г + a)||xs —x||.

311311111, 11p11 достаточно больших 3

f1 (%%—{с,- для jEJ(x).

Второе утверждение леммы доказано.
Докажем первое утверждение леммы. Имеем

i. = их?) e і (x) u we).
Уже показано, что для достаточно больших s

fJ(x:‘) c<J- для jEJ(x).

Так как

f1, (х?) > 01;

10 для достаточно больших s

1, =1(x;s)=1(x).

Тогда первое утверЖДение леммы следует из неравенства (10.29). Лем-
ма доказана.

С л е д с т B 11 e 10.2. Чтобы точка х была точкой локального ми—
нимума задачи (10.14), (10.15), необходимо выполнение следующих усло-
вии:

OEG(x), f,(x)<c,, j=1,2,...,m

Действительно, условие fJ(x)<cJ (j =- 1,2, ,m) является усло-
вием допустимости. Предположим, что x — точка локального мини-
мума, но 066 (х). Будем многократно (s = 0,1,. ..) запускать алгоритм
(10. 18) из начальной точки xsax с шагами pf (&> &) 110 некоторого
момента 11, Tax, ЧТО

ns—l

limps=lim sup pf=0, 205/>0>0.
S—roo s-voo ksSkSns k—“—138
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Тогда, согласно лемме 10.5, B сколь угодно малой окрестности точки
х алгоритм найдет точки 0 меньшим, чем іт+1(х)‚ значением функции
fm+1. 1110 противоречит локальной оптимальности х. Таким образом,
B минимизирующем свойстве леммы 10.5 содержатся необходимые ус-
ловия экстремума. Этот момент уже отмечался в замечании 11 теореме
8.9.

T311 11311 на первом этапе алгоритм (10.18) минимизирует функцию
h (x)== f1(x), 10 ограниченность последовательностей, порожценных
алгоритмом, можно обеспечить так же, как это сделанодля метода
(10.7) в лемме 10.1. Обозначим

={хевпіоев‹х›: і3(х)<0л 1=і=і; і‚‹х›>с‚}‚

Р2={і‚—‹х›|хехі}.

Теорема 10.3. Предположим, что последовательность {х°}2°=0‚
порожденная алгоритмом (10.18)——(1О.22)‚ ограничена, амножества

Р; (і =1, 2, ... ,m + 1) не содержат отрезков. Тогда последова-

тельность {х°}Ё°=о сходится & решению одной из задач (10.16), (1017),
где 1<1'<m+1, т. в. все предельные точки {xk}Z°=o являются
допустимыми для задачи (10.16), (10. 17) и принадлежат множеству

. . k

Х… а также существует предел £111: іі. (x ) > cl...

Д 0 11 a 3 a 1 e 11 ь с т B 0. Ha первом этапе алгоритм минимизирует
функцию f1 (x). При этом роль функции Ляпунова играет сама функ-
ция {, (x), роль множества решений играет множество

XI‘aXIU1xEEn lf1(x)<c1}-
B силу

lim ”1”1 _ xk || = 0,
12-100

леммы 10.5 (0 і (x) = 1) 11 общей теоремы 8.9 все предельные точки

{x}§°=o принадлежат X1 11 полуинтервал [_limf(xk), 11—ти f(x)) вложен
іг—чоо

F1U{fEE1lf<c1}-

Ta11k11311 F1 не содержит отрезков, 10 111160 существует предел

lim 1‘, (xk)>01 11 все предельные 10111111 {x°}Ё°=о принадлежат X1, 111160
—›00

все предельные точки {х’°}3210 дринадлежат множеству {x E En | [, (x)<01}
E01111 111v1ee1 место последн`ий случай, то можем считать, что алго-

ритм минимизирует функцию 1‘2 (x) 11p11 ограничении f1 (x)\< 01.Теперь
B качестве функции Ляпунова выступает f2 (x), a B качестве множества
решений — множество

х? = X30111 6 En l і, 1x) = c1. із 1x) = c2}-

B MHожество
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В Силу

lim их… _ х*п = 0,

леммы 10.5 (с і(х) = 2) 11 общей теоремы 8. 9 последовательность
{leI‚3210 сходится к йуказанному множеству решений, 11 полуинтервал
[li__m f2 (xk), klim f2 (яс,с )) вложен B множество

F2U{fEE |f<02}-

TaK 11a11 F2 не содержит интервалов, то либо существует предел
lim і2(.1с’с)>с2 11 все предельные точки {110310 принадлежат X2, 111160

11m [‘2 ("$11) 02 11 все предельные 10111111 {xk}32°=0 принадлежат мно-

жеству {хЕЕ„| і1(х)<с„ [‘2 (x <с„} 11 1. д. Te0peMa доказана.
л е д с т B 11 е 10.3. Если все стационарные точки отображения

G лежат в допустимой области исходной задачи (10.14), (10.15):

{xEEnl0€G(x)} С {xEEnlfJ (X)<Cj. 1<1<m}’

то в условиях теоремы 10.3 последоватльность {х°}32‚‘і_.о сходится :(
решению

X,“ = {xEEnIOEG(x)9 fj(x)<cja lgjgm}

исходной задачи и существует предел klimfm+1(xk).

3. Задачи с линейными ограничениями. До сих пор мы рассматри-
вали задачи математического программирования с ограничениями-
неравенствами. Теперь рассмотрим задачи математического програм-
мирования с общими ограничениями-неравенствами и линейными огра—
ничениями-равенствами. Пусть необходимо решить задачу

f(x) —› тіп (10.30)

11p11 ограничениях

h(x) = c1. i== 1. 2. ‚т, (10.31)

Ax= b, egxgd, (10.32)

где x = (x1, , xn)EEn, f(x) и {, (х) (i=1, , т)-—обобщенно—диф-
ференцируемые функции, А—матрица размера т1Хп‚ ЬЕЕтд е 11
d—n-MeprIe векторы, быть может содержащие неограниченные 110M-
поненты.

Существует много возможностей для построения алгоритмов ре-
шения этой задачи; например, можно обобщать методы линеаризации
или приведенного градиента. Однако в контексте проделанной работы
проще всего, по-вицимому, воспользоваться методом проекции обоб-
щенного градиента на линейное подпространство, заданное ограни-
чениями Ах = 0.

Пусть заданы функция f(x) (xE En) 11 линейное многообразие

Ь={хеЕ„|Ах=Ь}.
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Обозначим через
L0 ={xEEnl Ax: О}

пщпространство, связанное с L. Можно рассматривать сужение функ-
ции f(x) 113 L. E01111 f (x) выпукла B En, 10 0113 001311e1011 выпуклой 11 113
выпуклом псдмножестве Е… B 113011100111 113 L. Можно рассматривать
субградиенты функции f(x), рассматриваемой как функция на L. По-
кажем, как вычислить эти субградиенты через обычные субградиенты
f(x) (x E 5,). Имеем субградиентное неравенство

і(у)>і(х)+ (g. y—x). 21.161571. g60f(x)-

Разложим вектор g по ПОДпространству L0 11 ортогональному дополне-
нию 11 L0, 1. e. представим g = g10 + g’, где go —нроекция g 113 L0.
Когда x, y E L, имеет место (g, y —x) = (g0, y — x), 11, таким образом,

і(у)>і(х)+(во›у—х) для всех x.yEL.

1. e. g0 — субградиент f 11311 функции на L. Onep310p npoe11111p0Ba111111
пространства Е„ на ПОДпространство L0, 11311 известно [120], имеет вид

Р=1_А(АТА)—1АТ‚

где l —единичная матрица размера п Х 11, AT —транспонированная
матрица А.

Для минимизации f (x) 113 L Tenepb можно применять известные ме-
тоды выпуклой оптимизации (метод обобщенного градиента, M01011
эллипсоидов, мет0ды с растяжением пространства), B которых следу-
ет использовать субградиенты f (x) 11311 функции на L. E01111 f (x) долж-
на минимизироваться на L при дополнительных выпуклых ограниче-
ниях-неравенствах‚ то функции B этих ограничениях также должны
рассматриваться как выпуклые на L 0 соответствующими субгради-
ентами. То же самое относится 11 ограничениям B11113 e g х < d. Их
можно заменить 11 одним ограничением B11113

h (x) = max max {е,- — xi, х, — (!,-} < 0.
lgign

ИЛИ

h (x) a Ё (max {0, е, — xi} + max {0, xi —— ад) g 0.
i=1

Проектирование субградиентов уменьшает размерность рабочего
пространства, 11 тем самым уменьшается трудоемкость методов вы—
пуклой оптимизации, поскольку оценки трудоемкости монотонно 33-
B110111 01 размерности [73].

C1133311110e выше 0 выпуклых функциях целиком переносится на
обобщенно дифференцируемые функции. Пусть f(x) —обобщенно
дифференцируемая функция, G, (x) —ee псевдоградиеніное ото-
бражение. Рассмотрим многозначное отображение

P0101) = {go ELo I go = Pg. 11 е 0101)}.
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где Р— оператор проектирования пространства Е„ на Lo. Множества
РО, (x), 11311 11 G,(x), непусты, выпуклы, замкнуты 11 ограничены, a
отображение х—› РО, (x) полунепрерывно сверху. Пусть x, yEL,
gEG(y) 11 g=Pg+g’;101‘113

о(х‚у‚Р3)=№)—і(х)—(Ре›у—х) =

=f(y)—f(x)—(g.y—x)=o(x.y.g)

удовлетворяет требуемым условиям малости (1.3). Таким образом, 06-
общенно дифференцируемая B En функция f (x) 11B111101011 11 обобщенно
дифференцируемой как функция B L 0 псевдоградиентным отображе—
нием РО, (х).

Теперь мы можем рассматривать сужение исхолной задачи (10.30)—
(10.32) 113 множество L 11 для ее решения применять рассмотренные pa-
нее методы обобщенного градиента (10.7) 11 ведущего ограничения
(10.18)—(1О.22)‚ B которых вместо псеВДоградиентов функций B исход-
ном пространстве Еп фигурируют их проекции на подпространство
L0. Начальную точку для мет0дов нужно взять из L. Ограничения в <
< х<сі следует учитывать наравне с остальными ограничениями-
неравенствами; B 113011100111, их можно свертывать B Одно или ранжи-
ровать по важности.

§ 11. Построение релаксационных мет0дов
невыпуклой негладкой оптимизации

В этом параграфе излагается схема построения релаксационных ал—
горитмов локальной минимизации обобщенно дифференцируемых функ-
ций.

В релаксационных методах негладкой оптимизации приходится
решать две взаимосвязанные проблемы: строить направление убыва-
ния функции 11 подбирать шаг B этом направлении. Построим релакса-
ционный метод, B 11010p0M 111110qu311 проблема поиска направления спус-
113 сведена 11 1111010 геометрической задаче, что позволяет говорить о ее
сложности 11 поиске оптимального алгоритма решения. КрОме того,
метод предоставляет широкие возможности для оптимизации выбора ша-
га. И наконец, предлагаемый метол останавливается через конечное
число итераций по достижении заданной точности решения. Если до-
пустимое отклонение устремлять к нулю, то полученное приближенное
решение будет стремиться 11 1011110My. Приводятся также некоторые
оценки трудоемкости метода на классе выпуклых задач.

Пусть требуется решить задачу

f(x)—>min, xEEn; (11.1)

f(x) —обобщенно дифференцируемая функция; G, (x) —ee псевдо-
градиентное отображение.

Согласно теореме 8.9, все точки локального минимума f (x) принад—
лежат множеству (решений)

х*={хеЕ„|оео‚‹х)}.



Множество X“ будем считать точным решением задачи (11.1). Наряду

с ним рассмотрим некоторые приближенные решения Хед.
Введем обозначения-

A(G, D) = supinfllc—dll
сеС dED

—y1111011011110 множества С от множества D;

111(x)-=p(0. co U 01(1));
1111 ”!!—311$!”

хдд = 1x61511111 (x) <p.}.
Лемма 11.1. Функция 6—›уд(х) монотонно no & убывает, a

функция (6, х)—›уд (х) полунепрерывна снизу, т. е. при (6),, х°)—›

—+ (6, х) и v¢k(xk)—>y имеет место неравенство

?> 1115 (x).

Д о 11 a 3 a 1 e 11 b с т B 0. E01111 б возрастает, то множество со {6,(у) | И у—
— x || < 6} расширяется; следовательно, % (х) убывает. ПокажеМ‚ что
функция (6, x) —› уд (x) полунепрерывна снизу. Напомним, что

щ (х) = inf {||gl||g600 u о, (у)} .
{и IIy—x ll <61}

Поэтому для числовой последовательности 3,, —› 0 существуют такие

векторы g? 11 11110113 712с (1 = 1, 2, , n + 1; п—размерность прост-
ранства), что

n+1

"Ей “<1’0k(xh)+ 8h, gh = 2 (vfgf:

1 1 "+1

11160101"). 113—2:011:16». 11>0. 2 1.1.11.
і=1

B силу локальной ограниченности G, существует такая подпоследо-
вательность индексов {&8}?_;О‚ что

lim gf‘ = g), gim y?“ — g, 11.11; 11:5 = ?…
З-РЮ

Очевидно, что
n+1

IIy.-—y||<6. ›.‚>о‚ 2 11:1,
1—1

11 B силу замкнутости G, g) EG,(y,). Введем обозначения:

п+1

68 = б&$› g = 2 71181660 U 019)-
{=\ … 111-2K0}
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Переходя в неравенстве
ks ks

Hg ||<тд;(х )+ 81,

к пределу по s, получаем

Ilg!l<slj12 т,; (хи) = ?-
1-10 ’Yo (;&—<Ну”. Таким образом,

v>llgll>11(x).
что и требовалось доказать.

Лемма 11. 2. Многозначное отображение(е‚ 6)—›Х;‚д монотонно
возрастает, т. в. х;61 : Хед npuв, < 82, 61 < 6,, изамкнуто, т. e.

npu (eh, 6h)->(e, 6), xkEngk u {x}—+x имеем xEXzo.

Доказательство. іусть ед<е2‚ 61 <62, удд(х)<ед. В силу
монотонного убывания W (x) по 6 имеем

116. (x) < %, (х)< <%;

тогда хех;_д_, что и требовалось доказать.
Пусть

(ед, дд) * (8» д). xk Е Хе„‚іьд, {xk} —+ х.

Тогда

m 0") = в,

Переходя к пределу по &, в силу полунепрерывности снизу % (х) по
(6, x) получаем

1o (x> $11110 (л*) ‹. e.
.

т. е. х E X», что и требовалось доказать.
С л е д с т в и е 11.1. Mножество X“ вместе со своей Мкрестностью

.

вложено в X36. Пусть В—проиввольнов замкнутое ограниченное мно-
. ‚

жество 6 Е. Многозначное отображение (е, 6) —› Хед n D ограничено
и замкнуто и, следовательно, полунепрерывно сверху. Поэтому при

X“ n Бней имеем X21 П Б=И‚и

щхд, П D, x* n D)—>0 для (8, a)» (o, 0),

O

m. &. множество X“ П D является приближенным решением задачи
(11.1).

Приведимый ниже алгоритм А1 строит последовательность прибли-

жений {х°} к множеству Х,;д П {хЕЕ„| і(х)<]°(х°)}, причем он схо-
дится к этому множеству за конечное число итераций. Этот алгоритм
допускает определенную свободу действий на некоторых шагах, т. e.,
по существу, содержит целый класс алгоритмов.
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А л г о р 11 T M А1.
Ш а г 0. Выбрать начальное приближение x0 E En, точности a >

>0, 6 >0 11 параметры A23, A26, 01, Б, 0 (0<ос‚ @, 0< 1),
положить & = 0 (начало цикла по &).
Ш 3 г 1. Выбрать ео E [а, А] и 60 E [6, A], положить 1' = 0 (113113-

ло цикла по і).
Шаг 2. Выбрать начальное пробное направление 1° ЕЕ… || 1°|| >О.

Вычислить пробную точку y1 = х,° —6,- l°/ || 1° || 11 произвольный
обобщенный градиент g1 E0, (у1). Положить j= 1 (113113.110 цикла по j).
Ша г 3. Вычислить новое пробное направление 1’ (правило будет

описано ниже).

Шаг 4. Если || 1і1|<е 11 б,<б, то стоп.
Шаг 5. Если |]1’[|<еі‚ то e¢+1=aei, 6,-+1 =66" заменить 1' 113

і+ 1, перейти K шагу 2.

Шаг 6. Вычислить новую пробную точку 111+l = xk—6ilj/ || іі H 11

произвольный обобщенный градиент g”l EG,(yi+l).
ШЁГ 7. Если (gJ'H, l’)< 013/2, то заменить j 113 j+ 1, перейти К

шагу .

Шаг 8. Если ;(у’+‘)>і‹х*)—ев,е‘;’/(4пин), то е,+1=е‚.‚ 15.-+1:
== 96,-, заменить i 113 { + 1, перейти K шагу 2.

Illar 9. Найти следующее приближение xk+1 T3K0e, что і(х°+1) <

<і(уі+1); B частности, можно взять 11"“ = yi+l. Заменить & на &+і‚
перейти K шагу 1.

Замечан ие 11.1. В цикле но & алгоритм вырабатывает последо-

вательность приближений xk, B цикле по i ПОДбирает при фиксирован-

ном xk величину пробного шага 6,, a B цикле по j отыскивает при

фиксированных xk 11 6,- направление спуска lj. Ha шаге 9 может ис-

пользоваться произвольный алгоритм отыскания лучшей, чем уі+1 (по

значению f), точки xk'H; например, можно проводить одномерную оп-

тимизацию f B направлении 1’.
В алгоритме А1 на шаге 3 используется правило L построения проб—

ных направлений 11' 113 накопленных обобщенных градиентов g1, g2,
..., gi. Правило L должно удовлетворять следующим двум условиям:

У1) l’Ec0{g1,...,g’}, 1': 1,2,...;
V2) если последовательность {g’}}l1 вложена B такое выпуклое

множество Р, что 0<у<||8||<г<оо для gEP, T0 найдется
такой индекс т, что

(8’"+1‚ 1'") > №2, 0 < в < 1.

Этим условиям удовлетворяют, как будет показано B леммах
11.3—11.5, например, следующие правила построения пробных направ-

лений F.

L1. Пусть числа {р,}іющ таковы, что 0 < р, < р < оо, E р, =оо.
г=1
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Пусть

= ‚Е „;;/Ё р, =(1_Р]/Ё9г)11—1+(Рі/Ё9г)8і°
г=1 г=1 r=l r=l

B частности, при р‚=зр имеем

=+ij=<—+№+
L2. l’Eco {l’—l,g’} 11 ||!’ ”_ минимальна, l1 = g1.
L3. [’ Eco {gl,...,tg’}11||l' || минимальна.
L4. l’Eco {1"1 №611}, где jEl,c{1,...,j}, 11 ||l’llM11H11M3113H3.
Теоре ма 11. 1.Пусть f(x) — обобщенно дифференцируемая

функция, множество D = {x E Е„ | f (x)\< f (x°)} ограничено. Тогда
алгоритм А1 останавливается через Хконечное число итераций в
точке х", принадлежащей множествуХ;… D.
Д о K a 3 а т е .11 b с т в 0. По построению (см. шаги 8, 9) рассмат-

риваемый алгоритм является релаксационным, поэтому все прибли-
жения xk принадлежат множеству D. Если алгоритм останавливается
через конечное число итераций B точке &’с на шаге 5, то по условию ос-
тановки соответствующие || li ||\<3 11 б,. < 6, поэтому xk E ХЪПП—

Конечность алгоритма докажем от противного. Итак, предполо—
жим, что алгоритм работает бесконечно долго. Покажем, что тогда он
вырабатывает бесконечную последовательность точек {xk};;°=o, T. e.

зацикливание на шагах 5, 7, 8 невозможно. На шаге 5 0110 невозможно,
так как B этом случае рано или поздно станет в, < e 11 6, < 6, 11 3.11-
горитм остановится. На шаге 7 оно невозможно в силу условия У2 на
пр авило L. H3 шаге 8 0110 невозможно в силу свойств рассматриваемых
функций. Например, для выпуклых функций f (x) шаг 8 всегла пропус-
кается, так как на шаге 8 всегда

111/1+1) < 1 (x1) + <g1+1.yi+1— x1) = №) — 11.-(gm. 1’11 1" 11) =

= 1 (+*) — ee?6.-/<2111"II>. (11.2)

Числовая последовательность {f(xk)}1‘§°=o монотонно убывает 11 ог-
раничена снизу, поэтому существует конечный предел limoof(xk). H0, с

другой стороны, в выпуклом случае всегда ei>apA 11 6,>Б°А, где
показатель степени р таков, что apA< в 11 B"A\< 6. Кроме того,

|| l] ”\< Г< + oo. T3K11M 06p330M, f(xk) каждый раз убывает, соглас-
но (11.2), не менее чем на некоторую фиксированную величину, 11,

следовательно, {f (x°)}Ё°=о не может иметь предела. В выпуклом слу-
чае теорема доказана.

Покажем, что если [(х) обобщенно дифференцируема, то зацик-
ливание на шаге 8 также невозможно. Действительно, при зацикли-
вании на этом шаге будет 1ігпб, = 0 и 3,} y : осрА‚ где р таково,

і—юо .

111



что 01°А<е и В°А<б. Обозначим

F==SUP1||g|||gEG1(y).f(y)<f(x°)}-
Имеем Г < + 00 ввилу ограниченности 113 компакте компактнознач-

ного полунепрерывного сверху отображения С;. При достаточно малых

6z B силу обобщенной дифференцируемости f (x) 113 шаге 8 имеем

f (у…) <f (11") + (g’+‘.1/"+l — 16") + 0 (xk уд", зі“) <

<I‘(xk'fl)““51(3’l+l111111—)+°——Т'г lly’+‘— xkllé

0836,

211 и 11<f<xk)— 4011—7?“
1. e. зацикливание на шаге 8 невозможно.

Итак, если алгоритм не останавливается, то он вырабатывает бес-
&

конечную последовательность приближений {x }. Так как {f (xk)}2'i=o
монотонно убывает и ограничена снизу, то существует предел
limf(xk). Пусть limxk’ = x’. По условию перехода с шага 8 на шаг 9

 +9}: <і(x1)—

имеем

1(x*1+‘)<1<x"1)481611411111>. 111.3)
Заметим, что || 1’ || < Г < + со и в, > у = осрА > 0, где р таково, что

а°А<в и fi”A<6. Поэтому, если мы покажем, что

11m в, = lim || у"+' —х°' || > 0. (11.4)

10, переХОДя B (11.3) K пределу по s, получим противоречие со схо-
димостью {f (xk)}2'j__.o, 11 теорема будет доказана.

Итак, покажем, что (11 4.) выполняетс.я Запишем разложение для
f (x) B точке х’:

f(y) = f(x’) +(gy1y — x’) + 006311.31)-

Согласно определению обобщенно дифференцируемой функции, для
a z: 0у2/(12Г) существует такое 6’(a), 1110 для всех {у… y—x’ || < 6’}
11 Bcex gyEG,(y)

O(x'.11.gy)<al|y—x’ll.

Для xk‘ и {у… у—х’||<6’} можем написать

№)<і(х’)+ (gy.y—x')+ally—x’ll<

<11xk1>+<gy.y—x"1) +a11y—x’1111+11x'1—-
—f(xks)+(gy.xk'——x’)+a|| ka—x’ H g

<і(х°')+(8шу—х°') +aIIy—xk'11+011x*1—+’11.
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где С = 2Г + а. Возьмем 6” = 6’/2. Покажем, что для достаточно
больших ks

1M“—fiw>mfi
Найдем такое К‚ что для всех &3>К

|| x65 _— x’ {| < тіп {6”, aB6”/(2C)}.

Для & = &8 алгоритм на шаге 8 будет строить такие уі+1,1і‚еі‚бд‚что

(д’+‘‚1і)>ее,-/2,||у‘+‘— x6811 =61.
Покажем, что при &8 > K для всех соответствующих 6 выполня-

ется неравенство 6 > [336”.Действительно, если это не так, то при не-
которых & > К 11 і

вб”<б,<б”‚ ||уі+‘—х"з || =д,‚ (дім, 1")> 982/2.

OTMETHM. ЧТО ||уі+1—-х’||<б’ и е,>у>0. Подставим эти уі+1 и
gl+‘ B полученное выше неравенство:

і (WI) <

<n11+11m11—11+111—«11+0w1—1ng

 

  

 

<66”8)_° (gm, 1111111)+66‘+ 026 <
_н %% ewmfiMS % мд

£7606 )—2Hljh_+ 241-1 <f(x )— 4—Hlill o

Но это означает, что на шаге 8 б,- дальше не может уменьшаться. Ta-
ким образом, для достаточно больших &а

51=|Iy6+6—xk>sll 55”
что и требовалось показать. Теорема доказана.

3 а м е ч а н 11 е 11.2. На шаге 1 алгоритма при & > 1 можно по-
латать

60 = max {Ч xk —х*—1 ||, 6},

е., = max {(1 (,…) — 1011/11 x1 — 111-111.8}:
11p11 этом теорема остается B силе.

3 a M e ч а н и е 11.3. Если на шаге 4 вместо «стоп» ввести деление
8 и 6 на число, большее единицы, то B силу следствия 11.1 и теоремы
11.1 итерационный алгоритм будет сходиться предельными точками к
множеству Х*.

3 а м е ч а н 11 е 11.4. Алгоритм А1 может быть распространен на
задачи условной оптимизации так же, как это сделано для метода об-
общенного градиента B § 9.

Как видно из доказательства теоремы 11.1, правило L построения

пробных направлений [’ решает следующую задачу.
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Задача ПН (поиска направления). Пусть имеется множество Pc:
СБ„ такое, что 0<у<||9 ||<Г<+оо для всех gECOP. Мы по-
лучаем информацию о множестве Р B вице последовательности векто-
ров gi ЕР (] = 1, 2, ..). По имеющейся в каЖДый момент j информа-

ЦИИ {g1.g2,. ,g’} необходимо построить векторы l’E со {g1, g2,. ., Зі}
(j = 1, 2, .. .) так, чтобы прийти к неравенству

(ещ l’) > 912/2-
Сразу не очевидно, что существуют правила построения направ-

лений l’, решающие задачу ПН. Но мы покажем, что правила Ьі—Ь4
решают указанную задачу, 11 приведем некоторые оценки количества
шагов, необходимых для ее решения. Здесь естественно возникает B0-
npoc 06 опгимальном правиле, который мы, Однако, оставляем откры-
тым.

0 п р е д е л е н 11 e 11.1. Трудоемкостью правила L 11a задаче ПН
будем называть число

т1(Р,Ь,0)= sup min{j|(gi+1, 1’)>0у2/2, 0<0< 1}.
1gi1°°_CP

Л е м м a 11.3. Правило Ь1 решает задачу ПН. Если в нем р‚_=_.р‚
т. е.

1 i
1:.ng

mo для трудоемкости справедлива оценка

2 ГЗ
”*$—121+“?

Д о к а з а т е л Ь с т B 0. Пусть {griffin — произвольная последователь-
ность векторов из выпуклого множества Р с E„ такого, что

0<v< ||8Н< Г<+оо для gEP.

Пусть для всех j< т имеет место

(gi+1, 11') < 072/2, 0<0 < 1.

Просуммируем равенства

H 23112 №"
г=1

по]от2дот:

       

j—l

2+ 2р‚-(е", Ё prg') + 1),?Ilg1’ll2
r=1

 

        2=1)%l|g ”“+ 2 i949" Ё prg)+S‘pfillgill"
г=1і=2
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Справедливы оценки

1616:1166 <“ …
г=1 г=1

т j—l т

2<91F6+ 91229]- `рг+рГ2Хрі<

< Р1Г2 + 9Y6 (Ё P1)2 + PF2 Ё Рл
і=1 і=1

      

откуда

<1 —— е) IY—k 111/(2 9112 + 9/2 91-
j=l i=1

Отсюда ясно, что число т не может быть сколь УГОДНО большим, т. е.
найдется т такое, что

(gmH. 1’") > 9112/2-
Если 9, E р, то

(1— e) \г2/г2 < l/m2 + l/m<2/m,

2 Г.
т. е. mgП Y? ‚Лемма доказана. 

Л е м м а 11.4. Правило L2 решает задачу ПН и, следовательно,
удовлетворяет условиям У1, У2. Более того, для 1трудоемкости вида

"2211012): sup min{11<gi+l 1")>11z’112}
{g1}?o1Ср

справедлива оценка

<1+ 8———Г"51…Y

Так как из (gi‘H, l’)2||l’2||2/2 следует (gi+1,l’)29y2/2, О<6<1‚ то
для трудоемкости т1(Р,Ь2,6) из определения 11.1 справедлива та
же оценка.

Д 0 K a 3 a т е л ь с т B 0. Пусть Р — выпуклое множество,

0<1<|lgll< F< + оо gEP; {g1 ;°=1cp.

Векторы [’ строятся рекуррентно:

11 = g1; іі E c0 {[]—1, g6},

|| [і [| минимальна. Пусть для всех jg т

(gi,t"‘><111"‘1112/2.
или

(g’. [’“/и Р'“ 11> < 11 ["—‘ №.
Постараемся получить оценки вида

1fl1<mM11 0<а<ъ
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при ycnoB1111, что проекции векторов gi на направления l]6 не превос-
ходят || [’1Н/2.Необходимо рассмотреть несколько случаев. Если

11 g1 11<\ 11 ["—‘ 11/2,

111’11<11gj11<111'‘11/2

11 Р'” 11/2 < 11 g11 <111’"‘11/V‘2'.
то из геометрических соображений

Н!"Н< Hg l1<Hl"‘l 11/12.

11119111141112:

Обозначим х = (в] ‚ !’"1/|| 11”1 ||). Из геометрических соображений нахо-
дим

ТО

Если

Пусть теперь

_
і 2 2ll 2 = 11—1 2 ”g ”. —x.II N П ll ”g1”2_ 2x 11 11—1 || + ll ”“‘ ll”

Максимум правой части по x np11 x<|l 16‘1 ll/2 достигается при x:-

=- ||l’_6||/2; поэтому

l 1—1 1116—1111—1133пинк"! 112(1— №) 11 112(1——-111-)-
l41111 112 ‚
 

Поскольку

1 —— 12/(21‘2) > 1/1/5,

10 при

1g’. ["—Чп 1H ||) < ll 1“ №
всегда имеем

11 1’ 112 < 11 !"" № ‹1 — №№».
Для 12= т получаем

lll’"l6<|l11||6(1—11"/(41‘6‘))""6I‘2 (1 —116/(441‘6))'"_I

откуда 2

mg 1 + 8%111— .

Лемма доказана.
Л е м M a 11 5.17pa6u/1a L3, L4 решают задачу ПН и, следователь-

но, удовлетворяют условиям У1, У2. Для трудоемкостей т2 (Р, L3)
и т, (Р, L4) заведомо справедлива оценка из леммы 11 .:4

Гmax {тд (Р, L3), m, (P, 1.4)} < 1 + 8 % 1n Т .
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Д о K a 3 a т е л ь с т B 0. Пусть решается задача ПН, причем векторы

l] строятся по правилам L3 11.1111 L4. Пусть для всех і<т выполня-
ется неравенство

(ед ["—‘) < 11 Р‘] №.
Рассмот 11M BeK10 i’, 110c1 оенный из l"1 11 і согласно 11 ави L2.P ЛУ
Очевицно, || 1і||<||7і ||. При доказательстве леммы 11.4 было получено
неравенство

1171 № < 11 11“ № ‹1 — 12/1412».
откуда, как 11 B .11eMMe 11.4, следует оценка

Г2 Г

Лемма доказана.
Лемма 11.6. Если в задаче ПН Р= {а1‚...‚а^’}‚ mo

m2(P,L3)<N+ l.

Д о K a 3 a 1 e л Ь с 1 B 0. Для l’ , вычисленных по правилу L3, спра-
ведливо

<g". 1");111’112.
ОчеВИДно‚ ngl E {a1, ..., а“}; поэтому ZN+1 = [№ 11 (gN+6, l”)2||l~||2, 1. e.

m2(P, L3) {}\/+ 1.
Лемма доказана.

Алгоритм А2. В алгоритме А1 для вычисления направлений на
шаге 3 11 11p11 11p0BepKe условий на шаге 7 вместо векторов g1, ..., gi+1
можно использовать нормированные величины g1, ..., E“, где g= g/Hgll

@ = 0, если g = 0). Тогда шаг 8 алгоритма следует заменить на шаг 8’.
Ша г 8’. Если

№…) > !* (хо — 661111111“ 111411 1" 11).
10 ед.… = зі, 6,-+1= B6,, заменить і на і + 1, перейти K шагу 2.

Доказательство сходимости модифицированного таким образом ал-

горитма K множеству X81511 {xEEnl f(x)< f(x°)}, где

Йео = {x126 (’0 <8}.

1’6 (x) = inf{|l§|ll§EC0 U 61%)} ‚
1yl lly—xllsw

дт (y) = {éeEnlgEGr (1)1»
незначительно отличается от доказательства сходимости алгоритма А1 .

Ал г о p 11 1 M A3. В леммах 11.4, 11.5 доказаны более сильные
свойства правил L2, L3, чем те, которые использованы B алгоритме
А1. Поэтому алгоритм А1 можно модифицировать для правил L2, L3
построения “, a именно заменить шаги 7, 8 на следующие:
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Шаг 7”. Если (gf+1, 1’)<|| l’ ll2/2, то заменить 1' Ha j+ 1, перейти
K шагу 3. _

Шаг 8”- ЕСЛИ і(уі+1)>і(х) _ бі H l] ”/41 T0 81+1 = Ві, бі+1=Ббь
заменить i на {+ 1, перейти K шагу 2.

Для алгоритма А3 сохраняет силу теорема 11.1.
Оценим трудоемкость предложенных алгоритмов B случае миними—

зации выпуклой функции. Трудоемкость зависит от количества итера-
ций (циклов) алгоритма, которые подсчитываются с помощью перемен-
ных i, j, k (CM. замечание 11.1). Рассмотрим самый простой случай.
Пусть на шаге 2 алгоритмов всеГДа принимается 80 = б, 60 = 6. Тогда
B выпуклом случае і-итерации не производятся 11 всегда ||1і|| > a, бг:

Обозначим

D = {xlf(x)<f(x0)}1

Г = SUp{|lglllg601 (ищет:

очевидно, что || 1’ || { Г. Таким образом, для алгоритма А1 на k-111e-
рации значение выпуклой функции f (x) уменьшается не меньше, чем
на 6682/(2Г). Следовательно, общее число іг—итераций не превосХОДит
величины

2Г .

663—? [f (”)—516111}? (x)}-

Обозначим через d диаметр области D; тогда

[f (x0) -— mini (х)] < аг.
XED

Поэтому общее число іг-итераций не превосх0дит 2с1Г2/(6682). Теперь
все зависит от числа і—итераций на каждой Аг-итерации. Обозначим

F1506) = sup{llgll|g601 (y). lly—xlléfi},

111(x)=inffllglllgEc0{01(y)llly—xll<6}}-

Величина Q6 (x) = Гд (х)/\гб (х) характеризует локальную овражность
_ 1

нкции (х). Согласно лемме 11.3, п 11 l’ = ~1— ' число і-ите a-фу р 1 g р
г=1

„ о 2
шт на каЖДои Аг-итерации не превосходит величины 2Q15 (x)/(1 —6).

Итак, общая трудоемкость достижения множества Хёд алгоритмом
і. l .

А1, B котором [‘ : Т 2 g’ 11 Ha шаге 9 x’H‘l = yI'H, оценивается сле-
r=l

дующим образом. Значения функции f (x) вообще не вычисляются, а
необХОДИМое количество вычислений градиента составляет

4dI‘2 2 4сіГ4

6(1—6)бе% 53113 9600$ 6(1——6)бе4
“ЕХЬв

№ё<
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Аналогичная оценка для алгоритмгъ А3, B котором используется
процедура L2 11 на шаге 9 xk+l = yl+‘, 11MeeT B1111

мд< 16%(5119 {ОЁ(х)1пОд (х)} + %)< 16%(Ё1п %+ %) .
хехеб

Если минимизируемая функция f(x) кусочно линейна и состоит из
М кусков, то для алгоритма A3, B котором используется L3 11 на
шаге 9 xk+1= yl+1, аналогичная oueHdKa 111v1ee1 вид

1\/3<<16"ТЕМ.

§ 12. О многоэкстремальной оптимизации

Невыпуклые функции могут иметь много локальных экстремумов,
не совпадающих с абсолютным минимумом функции на допустимом
множестве. Рассмотренные до сих 110p алгоритмы предназначались
лишь для отыскания локальных минимумов. Проблема глобаль-
ной оптимизации функций сложна 11 aKTyaJIbHa. 0630p результатов,
полученных B этой области, имеется B работах [114, 117, 165, 181].

B настоящем параграфе приводятся некоторые дополнительные ре-
зультаты о трех подходах B многомерной глобальной оптимизации:

методе комбинирования локального 11 нелокального поиска;
методе аппроксимации исХОДной многоэкстремальной задачи много-

экстремальными задачами специального B1111a;
методе сглаживания локальных экстремумов.
1. Комбинированные алгоритмы. Естественный путь решения ре-

альных многоэкстремальных задач состоит B разумном сочетании
алгоритмов локальной иглобальной оптимизации. Например, B K0M611-
нированных алгоритмах [1, 12, 82] этапы работы локального 11 глобаль-
ного алгоритма чередуются. При этом каждый раз алгоритмы рабо-
тают не до конца, а при выполнении некоторых условий происходит
переключение с Одного на другой. Частным случаем этой схемы можно
считать 11 метод перебора локальных экстремумов [28]. Встречаются
11 другие ВИДЫ комбинирования локальных 11 глобальных алгоритмов
[361.

СХОДИМОС’ГЬ комбинированных алгоритмов необходимо специально
доказывать, потому что без соблюдения определенных условий они
могут не сходиться даже K локальным экстремумам, несмотря на то
что пос гроены на основе сходящихся алгоритмов.

Сначала мы приведем два комбинированных алгоритма, B KOTOprX
основную роль в смысле обеспечения сходимости K локальным экстре-
мумам играет локальный спуск, а глобальный поиск используется для
нахождения подходящих точек старта для локального алгоритма.
Затем, наоборот, приведем пример алгоритма, B котором основную
роль играет глобальный поиск, а как промежуточное звено использу-
ется локальный спуск.

Пусть необхолимо

і(х)—›шіп‚ xEEn, (12.1)
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где f (x) —многоэкстремальная обобщенно дифференцируемая функ-
ЦИЯ.

В следующем комбинированном алгоритме для локального спуска
используется метод обобщенного градиента, а для нелокального 110-
иска может быть использован любой другой алгоритм.

А л г о р 11 1 M Kl.
Шаг 0. Выбрать начальную точку х°ЕЕ„, числа 0, А>0 11 110-

следовательности {ед}, {бд}, {рд} такие, что

Вт 511: Pk > 0;

1333.81 = 1113.61 133% = °› 2 p. = °°- №
k=0

Положить k = 0, 00 = 0.
Ша г 1. Вычислить значение f(xk) 11 произвольный вектор

8" E 0105’?)-
Шаг 2. Если f(xk)>0m11<1kf(x')+ A, 10 положить xk+l =

==argmin {f(x)|x=x', гЕ[ОО‚<11f}, ад.… =0; заменить k на k+l 11
перейти к шагу 1.
Шаг 3. Если од>о или ”gk II< eh, 10 найти KaK11M-111160 алго-

ритмом А новую точку старта х такую, что f (x) <f (xk) + бд, 11 110-

ложить xk+1 = x, ok+1 = 0; заменить k на 12+ 1 11 перейти K шагу 1.
Ша г 4. Сделать шаг градиентного метода

„:… = „, — №" в“ 11
и положить 04+! = о„ + pk. Заменить k на k + l 11 перейти K шагу 1.

Замечан ие 12.1. B качестве вспомогательного алгоритма А
может выступать, например, какой-либо алгоритм глобального поиска

в окрестности точки xk. Алгоритм А должен быть результативным; B

частности, за неимением лучшей точки можно взять х= xk 11.1111

—-arg min {f (x)|x— 11', re [0, k]}.
Теорема 12…1 Пусть в задаче (12.1) функция f(x) обобщенно

дифференцируема и множество D= {xEEn I f(x)< f(x") + A} огра-
ничено; последовательность точек {xk} построена по алгоритму К1.
Тогда все предельные точки {х’г} принадлежат D, среди минималь-
ных из них по значению f найдутся точки,__принадлежащие Х'=

={хЕЕ„ |ОЕО'‚‹(х)}‚ и интервал [1__imf(xk),11mf(xk)] вложен в мно-
—›оо

жество Р’—— {f(x)|xEX‘}. Если F‘ не содержит интервалов, то
все предельные точки {xk} принадлежат Х', и числовая последова-
тельность {і(х*)} имеет предел.

Доказательство. Заметим, что B K1 фактически скомбиниро-
ваны три алгоритма: А1— градиентный метод, А2 _возврат B рекорд

ную точку траектории 11 А3 = А—т’тоиск новой точки старта x.
Для удобства введем символьную функцию А:/г—›{А1,А2‚А3}, K010-
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рая показывает, какой из алгоритмов— А1‚А2 или А3 — pa601ae1 на
k-"-11 итерации, 1.e.KaK11M алгоритмом порождается точка xk+l.Bb111e-
лим нидексы ks (s—— О, 1, ..), при которых ПРОИСХОДИТ переключение
с ОДНОГО алгоритма на другой, 1.e. B моменты k, имеет место либо

k k . k015 = 0, 111160 “ks 2 0, либо || g s || €815. 111160 f(x $)} mm f(x ) + А.
\ \ s

В силу условия (12.2) 11 по построению алгоритма К1 последователь-
ность {k8} бесконечна.

Алгоритм К1 может выйти за пределы ограниченного множества D
только на один шаг градиентного метода, и поскольку lim р„ = O, 10

k-voo

все предельные точки {xk} принадлежат D. TaKHM 06pasoM, первое ут-
верждение теоремы доказано.

Докажем второе утверждение: средн минимальных по значению
f предельных точек {х } имеются точки, принадлежащие Х* Предполо-
жим противное. Пусть

lim х“ = х’ e X‘, f(x’) = tlim f (хи) = 11111 f (хг). (12.3)
+00 _і-ню іг-нао

Найдем индексы із…) Е{іг‚} такие, что ksm_1<k,< kw, (t—— 0, 1,. „)=.
Без ограничения общности можем считать, что существует х”

= lim x31".
t-voo

Покажем, что

f(x’)= lim f(xk) =t1im max f(x"). (12.4)
t—voo ktgkgksm

Рассмотрим несколько случаев.
Пусть А (Ь,) = А1 для всех t. Предположим, что (12.4) не имеет мес—

та. Тогда в силу непрерывности f (x)

ТЖ max |ka —x||>0
[+00 ktgkféks“)

11, следовательно,
ks(t)_l

11m 2 р„ >0. (12.5)
t—voo

&=&!

Можно считать, что метод обобщенного градиента как бы многократ—
но стартует 113 точек xk’ (t = О, 1, ...). 11p11 yc110B1111 (12.5) 113 леммы
9. 3 следует существование предельных точек {х’°} со значениями f
меньшими, чем B x’, что противоречит (12. 3).

Ec1111 A(k)= A2 для всех t, то із…) = kt +1 11 (12.4) выполнено
в силу того, что

№№) <10“) —A
Если Ааа,) = А3 для всех t, 10 km, = kt+ l 11 (12. 4) справедли-

во B силу выполнения условий

№№) <10“) + в,… 3313 61. = 0.
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Теперь очевидно, что 11 B общем случае, когда А (k1)E {A1, A2,
A3}, свойство (12.4) выполнено.

, k

Без ограничения общности будем считать, что 11m x S“) = x”. По
[—›оо

предположению противного x” {{ Х', а B c1111y (12.4) справедливо

f(x’)2 f(x”). Можно считать, что из точек {ka11)} стартуют алгорит-
мы A1, A2 111111 A3. Если A(ksafi = А1 для всех t, то либо ад…)+12

20>O, 111160 || gksm+1 Il<eks(,)+l. B любом случае 1i_111||xk5(’)+1—
[+00

— x” || > O, 11, следовательно,

ks(t)+1_1

pk 2 c’ > 0.
k=ks(t)

Отсюда в силу леммы 9.3 следует существование других предельных
точек последовательности {xk} с меньшими значениями f, чем B x’ 11
x”. Пришли K противоречню.

Если Ааа,…) = А2 для всех t, 10 B c1111y неравенства і(х"3<‘>+1) <

<і(х*$“>)—А точка х’ не является минимальной предельной точкой
{xk} (110 значению f). Получили противоречие.

Если Ааа,…) = А3 для всех t, то Ь,“… = із…) + 1. Без ограниче-

ния общности можем считать, что limxks(t)+1=x’”€X’. TaK KaK
[+00

[+00

f(x’) > 11x”) > 11m і (х*8‹°+1› = № . (12.6)
t-Nao

Tenepb по построению комбинированного алгоритма К1 B точках

xksm+l могут быть задействованы при достаточно больших t только
алгоритмы А, или А2, которые, как показано выше, порождают пре-
дельные точки {№} с меньшими значениями f, чем B x’. Опять при-
шли K противоречию.

Легко видеть, что общий случай, коща А (kt) 6 {A1, A2, A3}, сво-
дится K рассмотренным частным случаям. Таким образом, полученные
выше противоречия доказывают второе утверждение теоремы.

Докажем третье утверждение. Обозначим

1= lim11x‘1, ?= ПпТі‹х*›.
‘ ":; іг—юо

Покажем, что [і, f) CF". Предположим противное. Тогда существует

число 0 такое, что cE[f, f) и её!”. Согласно доказанному второму

утверждению теоремы, ?ЕР"; следовательно, в > f . Выберем число d
TaK, что Z <c<d<f Числовая последовательноеть {і(х’<)} пересека-

ет интервал [c,d] от с K d бесконечное число раз; поэтому можно
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выделить индексы {k,} 11 {mt} такие, что limxk’ = x’ 11 111160
t—yoo

f(xkt)<c<1(xk1<d<f<x’"t). ши mi). (12.7)
либо

f(x’”) < c < d <f<xk‘+‘)-
k

Для п0дпоследовательности {x ’} можно доказать справедливость
соотношения (12.4) так же, как это сделано выше. Из (12.4) 11 (12.7)
следует, что для больших t ks“,<mt 11

f(x’) = limf(xk’) = lim 1‘ (xksm) = c. (12.8)
t-voo t—voo

Без ограничения общности будем считать, что lim х,“… = х”. Из (12.8)
1-›оо

B c1111y выбора 03F“ следует, что х"&` X". Теперь можем считать, что

из точек xks“) (t: 0,1,...) стартует алгоритм А1‚А2 или А3. Pac-
смотрим ряд частных случаев.

Если А(/г$…) = А] для всех t, то по построению комбинированно—

го алгоритма либо о„ 20>O, 111160 || gksUHl || £3,156)+1. Отсюда с
s(t)+l

учетом того, что х” &Х", следует

k г 1 ks(t)+1’—1

limllxs(’+—-x”ll>0, 2 pk2c’>0.
t-voo

k=ks“)

Можно считать, что процесс градиентного спуска как бы многократ-
k110 стартует из точек последовательности {х ““}э которая сходится K

x” &‘Х‘. B данной ситуации K последовательности {xk}k;ks(t)
(t = 0,1,...) применима лемма 9.3. В этой лемме фигурирует пара-
метр в, который выберем так, что max {1“ (x) | ||x—x” ll <&} < d.Tor11a,

согласно лемме, существует п0дпоследовательность {x1‘} такая, что
11 х“ '— x” ” < 3 ПРИ k E (два»… И

f(x”) = ышпхіяп) >‘1Жнх’о. (12.9)
t—voo t-voo

Полученное соотношение противоречит (12.7).
Если Ааа,…) = А2 для всех t, то

11x12“) <1<x"’s<t>1 =А, <12. 101
что также противоречит (12.7).

Пусть A(ksm) = А3 для всех t. Без ограничения общности можем

считать, что lim xksa)+1 = x’”. Для {kaer} справедливо соотношение
{+00

(12.6). Из (12.6) 11 (12.7) следует, что для достаточно больших t
Ёв<1>+1<т‚ И

f(x') = f (Х”) = lim /~(xks(1)+1) = 0.
l-roo
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откуда в силу выбора 03 Р' следует, что х’”& Х'. Теперь по построе-
нию комбинированного алгоритма при достаточно больших ! B точках

x15“)+1 Mory1 быть задействованы только алгоритмы-А1 или А2. Эти
алгоритмы, как уже было показано выше для аналогичной ситуации
(см. (12.9), (12.10)), обладают минимизирующимн свойствами, вступа-
ющими в противоречие с построением (12.7).

Легко видеть, что общий случай, когда А(/е$…)Е{А1‚А2‚А3}‚ сво-
дится к изучению рассмотренных частных случаев. Таким образом,

полученные выше противоречия доказывают, что [і, f) C F'. Теперь в

силу ограниченности множества D 11 замкнутостиЪтображения G, M110-
жество F' замкнуто; поэтому [f, f] C Р'. Третье утверждение теоремы

доказано. _
Пусть теперь F‘ не содержит интервалов. Так как [!,—і] C Р’,

то f= f, 1.e. числовая последовательность {f (x"’)} имеет предел.

_Покажем‚ что все предельные точки {xk} принадлежат X‘. Предпо-
ложим противное; тогда существует подпоследовательность {xk’}13-
кая, L110111nxkt=x'€X‘. PaCCM01p11M индексы {к…,} такие, что

і-Ьоо

іг$‹‚‚_1</г‚<іг$‹‚> (! = 0,1,...). He ограничивая общности, можем

считать, что lim {““>—" = х”.
!—›00

Заметим, что A(ks(t)_1) = А2 выполнено лишь для конечного
числа нидексов !, так как в противном случае получаем противоречие
со сходимостью {f(xk)}.

Если А (ks(t)_1) = А3 для бесконечного множества номеров !, то
для тех же достаточно больших ! А (km) = А1. Напомним, что x’eX‘.

ks“ 1Поскольку имеет место либо 0%…+120, либо [lg )+ l|<815(,,+p T0
рёва) + + Раз…“ > C' > 0. K последовательности {xksm} применима

лемма 9.3, утверждение которой противоречит уже доказанной сходи-
мости {f (xk)}.

Пусть A(ksm_1)= А1 для бесконечного множества индексов !; без
ограничения общности можем считать, что это выполнено для всех !.
Имеет место х”ЕХ', так как в противном случае, применяя к после-

довательности начальных точек {xksm—l} лемму 9.3, получаем проти-
воречне с уже доказанной схоцимостью {і(х*)}.

В силу замкнутости множества Х' существует б> 0 такое, что
p(x’,X‘)26>0.

Последовательности {xks“’—‘,...,xk‘} (!= 0,1,...) движутся от x"
K x’, 11p11qu

lim || х*зт—і — х’ || = || x” — x’ ||, lim 11ku — x' || = 0,
і-ию і-›оо

||x”—x'l|2p(x’,X‘)26>O.

Числовые последовательности {||xk510—1—x’ll, || :ьс'°$“1—1+1 —х’ ||,

...,llxkt—x'll} (!= 0,1,...) бесконечное число раз пересекают уро-

124



вень б; поэтому существует подпоследовательность {x’W’} такая, что

Ёз‹г›—1</гг‹и></г‚ 11 11p11 достаточно больших ! || xk’m—x’ “26 и

|| xk'm+1 — x’ || < 6.

Не Меняя обозначений, будем считать, q10tlimxkr111= х’”. Так как
+00

11111 p), = 0, 10
k—yoo

м… 11 х“… — x' 11 =11x"'—~ x' 11 = 6 < 911,11).
!—›эо

Отсюда следует, что х’” &Х".
Обозначим Г = sup {|| g || | g E G, (у), y ED}. При достаточно боль-

ших ! имеем
I(t—l

k

—х"”н<г 2 pk;
k=kr(t)

_д_
2

k

<Нх‘

следовательно,
11,—1

2 P11}???-

k=kr(t)

Можно считать, что метод обобщенного градиента как бы много-
k м ‹:

кратно стартует 11310qu x ’1‘)—>x &Х'. В этом ситуации опять прн-
менима лемма 9.3, из которой, в частности, следует раСХОДимость

последовательности {f(xk)}i°=o, что противоречит ранее установленной
сходимости этой последовательности. Теорема полностью доказана.
Алгоритм К2.
Вспомним релаксационные алгоритмы А1—АЗ из § 11. 01111 выра-

батывают конечную последовательность приближений K множеству
#

приближенных решений Хед задач (11.1), (11.2). В текущей точке B них
отыскиваются направление l убывания миннмнзируемой функции и
точка y = x’a —6l/ H l ”. На шаге 9 в этих алгоритмах можно пола-
гать хдд“ = у, a можно, как отмечалось, наХОДить каким-либо вспо-
мотательным алгоритмом точку xk+1 1aKy10, что f (х’°+1)<1° (у). Этот
вспомогательный алгоритм может быть не только алгоритмом линей-
ного поиска в направлении l, но 11 KaK11M-111160 (возможно, эвристи-
ческим) алгоритмом глобального поиска B окрестности точек xk 111111 y.

Таким образом, по существу, релаксационные алгоритмы А1—АЗ
из § 11 являются комбинированными; в них после каждого релак-
сационного шага допускается использовать глобальный поиск для
нахождения не худшей, чем уже достигнутая точка y, точки xk+1.
B § 11 доказана локальная сюдимость такого комбинированного ал-
горитма.

Рассмотрим теперь комбинированный алгоритм, в котором основ-
ную роль играет ограниченный глобальный поиск в окрестности 1e-
кущего приближения.

Пусть необходимо
f (x) —› min
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при ограничении
x E D C En,

где і(х)—непрерывная функция такая, что множества {хЕЕ„ 1x60,
і(х)<с} ограничены для любого сЕЕ1.

Пусть К (х) — многозначное отображение такое, что отображение
х—›К (х) ПВ полунепрерывно снизу, 1.e. из xk—+x 11 yEK (x) ПВ
следует существование ykEK (xk) ПВ таких, что у4—› у.

Например, если D = E,, и K (x) полунепрерывно снизу, то
K (x)flD = K (x) полунепрерывно снизу. В частности, отображение

x->K(x)={yEEnly—xEK}.
где К — произвольное множество B Е… полунепрерывно 11 сверху, 11
снизу.

Лемма 12.1. Пусть В—вьтуклое множество, К‚(х)—шар
(6 некоторой норме) радиуса г с центром 6 точке х. Тогда мно-
гозначное отображение х—›К‚(х) flD полунепрерывно снизу 6 D.

Доказательство. Пусть xk—>x, xkED 11 yEK,(x)flD. Пока-
жем, что существуют ykEK,(xk) ПВ такие, что {yk}—+ y.

Обозначим

!ь=зир{!|0<!<1‚ xk+t(y—xk)EK.-(x")}.

yk=xk+th(y_xk)=(l_th)xk+thy-

TaK KaK xk, yED, 10 ykED. Таким образом, ykEK,(xk) ПВ.
Покажем, что lim 1‘), = 1; тогда ||yk—y|| = (1 _!д) ||y—xk||—>0

k-roo

11p11 k-y оо, 11 11eMMa доказана. Предположим противное, Toma сущест-
вует подпоследовательность tks < 1 ——8, 0,5 <&: < 1. Возьмем !’ =

= 1 _ в/2, !% < !’. Рассмотрим у’ = x,“5 + !’ (у — ka). Справедлива

оценка

111—1'11=t'111—xk811<t'<111—x11+11xks—x11).
k l—t' ks

При||х$—х||< t' “y—xH имеет место ||x —у\\<||у——

— x || < г. Следовательно, для достаточно больших s существует

!’ > !„5 такое, что y’ = xks + !’ (у — xks) ЕК, (xks), что противоречит

выбору !‚г5 = sup {! | 0 < ! < 1, xks + !(у— xks) ЕК, (х*$)}. Лемма дока-

вана.
Рассмотрим следующий ндеализированный алгоритм.
А л г о р 11 1 M K3.
Пусть заданы произвольная точка x0 E D 11 число r >0. Найдем

точку x1 глобального минимума f (x) Ha множестве Кг (10) П D. Из точек
x1 осуществим спуск любым промежуточным (B частности, тем же ca-
MbIM) алгоритмом так, что получим точку x2, 1‘ (x2) < f(xl). Затем опять
находим точку хЗ глобального минимума f (x) на множестве Кг (x2) П
П D. Из нее опять осуществим спуск каким—либо промежуточным
алгоритмом, получим точку x4, 1‘ (x4) < 1‘ (x3), 11 т. д.
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Теорема 12.2. Пусть последовательность {xk} порождена ал—
горитмом КЗ, где отображение х—+К‚(х) ПВ полунепрерывно снизу.
Обозначим через {х'гт} подпоследовательность тех точек xk, 6
K,(x")-01cpecmuocmu которых производился глобальный поиск. Тогда
последовательность {xk} ограничена, и если х’ — какая-либо предель-

ная точка {ka}, m0 x’ является точкой глобального минимума
f(x) на множестве К‚(х’)ПВ.

Доказательство. Алгоритм K3 релаксационный, т.е. после-
довательность {f (xk)} монотонно убывает. Последовательность {xk}
лежит B ограниченном множестве {x|xED, f(x) </’(х°)}; поэтому
{f(xk)} ограничена снизу. Следовательно, существует конечный предел
lim f(xk).
k—N»

Теперь предположим противное: существует предельная точка
. k ..

х’ = 11m x "’5 последовательности {x т}, не являющаяся точкои гло—
s-nao

бального минимума f(x) 11a K,(x’) ПВ. Toma существует точка
х”ЕК‚ (x’)nD такая, что і(х”)<і(х’); очевндно‚ что справедлива
оценка || x” -— x’ H < г. B c1111y полунепрерывности снизу отображения

x —› К‚… (х) П D существует последовательность у8 —› x”, у8 E K (kas) П D.
km I II

Выберем 8<f(x’)—f(x”)- TaK KaK f(x s)->1°(x)1 f(y‘)-+f(x)1 то
для достаточно больших s

их”") =!(у8) > e.
откуда f(ka5)2 f(yS) + a 2 f(kas+l) + в, что противоречит сходи—
мости последовательности {f (xk)}. Te0peMa доказана.

Комбинированный алгоритм K3 является ндеалнзированным, по-
скольку в нем не указаны условия остановки процедур глобального
поиска. Восполним этот пробел.

Пусть алгоритм глобальной минимизации f(y) на множестве
K, (xk) ПВ порождает последовательность приближений {у8} 11 извест-
на оценка точности приближений:

f(ys)—f;<83->0. 8—›оо‚

где f; = тіп {f (y) | у ЕК, (xk) П D}; для алгоритмов, рассматриваемых в

следующем разделе параграфа, такая оценка имеется. Тогда можно
ограничиться нахождением ySEK,(xk)nD такого, что

83 < a (f (№) — №18», a > 0-
M3 HepaBeHCTBa

10$)— 1,; < e. < a (1 (x1) — 1 (…)
c учетом 111/2+1) < 1 (18) следует

11x1+1><1<ys><7$r11xk>+ 71—1—1;
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Этого достаточно, чтобы в рассматриваемом случае сохранила силу
теорема 12.2.

2. Метод аппроксимаций. В этом пункте мы распространим метод
невыпуклых аппроксимаций многоэкстремальных задач [29, 95, 96]
11a многомерные многоэкстремальные задачи с невыпуклыми ограни-
чениями и наметнм некоторые пути решения возникающих при этом
вспомогательных многоэкстремальных задач специального B11113.

Пусть f (x) (x E D C En) — непрерывная функция. Предположим,
что имеется семейство ср (y, x) (y E D) нижних аппроксимаций функции
f (x) такое, что

1) 10¢)? Ф (% х) для всех y. x E D;
2) f(1) = Ф (y. y) для всех у е D;
3) (p (y, x) локально липшицевы по x равномерно 110 у, т. е. для лю-

бого компакта К C D существует константа LK такая, что для любых
х, y, z E K имеет место

|Ф(у‚Х)—Ф(у›г)!<Ьк||х—2Н-

Если f (x) (xED) дифференцируема, причем ее градиент Vf (x)
удовлетворяет условию Липшица B D с константой L, 10 B качестве
нижней аппроксимации можно взять касательный к графику f(x) B
точке у параболоид:

1(y.x)=f(y)+ 71511Vf(y)112——[§-”x—y—71—vfw)H

Если f (x) липшицева в D с константой Липшица L, 10 B качестве
нижних аппроксимаций f (x) можно взять функции

¢(y1x)=f(y)—LIIy—xll- (12-5')
Опишем метод невыпуклых аппроксимаций [96] для решения сле-

дующей многоэкстремальной задачи:

f(x) _» тіп (12.6’)

2

(12.4')

11p11 ограничении
xEDCEn, (12.7’)

Где;с (х) — непрерывная на D функция, имеющая нижние аппроксима-
ции (р (у, x), удовлетворяющие условиям 1)—3), D — замкнутое огра-
ниченное множество.

Возьмем произвольную точку x°ED. Найдем точку x1 ED с воз-
можно меньшим значением функции (p0 (x) = (p(x", x). Затем найдем
точку x2 ED с возможно меньшим значением функции ср1 (х) =
= max (cp(x°, x), ср (x1, х)) и т. д.

Обозначим
ср„(х) = тахср(хі,х).

0<і<іг

В описанном методе необходимо решать последовательность специ-
альных многоэкстремальных задач выда

cph (x) —+ тіп (12.8’)
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при ограничении
xEDCEn. (12.9')

Л е М М а 12.2. Имеет место

шп (xk) — ‹р,_1‹х*›1 = 0.

Te0peMa 12.3. Пусть точки xk являются точками глобально—
го минимума функций cp,e_l (x) (k: 1,2, ...). Тогда все предельные

k
точки {х }Z°=o являются точками глобального минимума f(x) на D.

Лемма 12.2 и теорема 12.3 в более общей ситуации будут дока-
заны ниже.

3 а м е ч а н и е 12.2. Величина eh = f(x") — cpk_1 (xk) дает оценку
точности приближения xk:

№) — Ё? ! (x) < ! (xk) — ср,… w).
Распространим описанный метод для решения задач следующего

вица:
f0 (x) —› min

при ограничениях

Их) < 0‚ i= 1, 2, m. 1660: Е…

где f(x) и ‚‘,-(х) (! = 1,2, ...‚т)—непрерывные функции, имеющие
нижние аппроксимации ‹р‚(у, x) (i = 0,1,...,m); множество D замкну-
то и ограничено.

Мы сразу свернем все ограничения-неравенства в одно (хотя это и
не обязательно), т. е. введем функцию

h (x) = max 1‘: (x)
\L\

И рассмотрим эквивалентную задачу:

f(x) —+ min (12.10’)
при ограничениях

і!(х)<0‚ xED. (12.11)

Заметим, что если

“(!/)= итак fz(y)=fi*(y)(!/) (12.12)
1<ъ<т

н (рту) (y, x) — нижняя аппроксимация функции іту) (x), то

ф @? x) = (‘);-(у) (у! x) (12°13)

также нижняя аппроксимация функции h (x). B дальнейшем будем счи-
тать известными нижние аппроксимации 112 (у, x).

Мет0д решения задачи (12.10), (12.11) заключается в построении
последовательности точек {xk} с D no следующему правилу.
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Точка х“ ED произвольна. Пусть уже построены точки х°, x1,
...,x"ED. Обозначим

Фи (х) = max (РОЙ x),
(<1:"

1121 (x) = 013513; {Ф (x‘. x) I h (x‘) > 0}-

Тогда ТОЧКУ 96"“ найдем как решение следующей многоэкстремальной
задачи специального вида:

(Ри (х)—› тіп (12.14)

при ограничениях

Фь(х)<0‚ xED. (12.15)

Л е м м a 12.3. Если исходная задача (12.10), (12.11) не имеет до-
п стимых решений, то при некотором k u аппроксимирующая задача

(12.14), (12.15) не имеет решений. Если исходная задача имеет допус-

тимые решения, то последовательность {xk} бесконечна, и все предель-
ные точки {xk} принадлежат допустимой области (12.11).
Д о к a з а т е л ь с т B о. Покажем, что если последовательность

{xk} допустимых решений задач (12.14), (12.15) бесконечна, то все
предельные точки {xk} принадлежат допустимой области задачи (12.10),

12.11). В этом случае область (12.11) не пуста. Таким образом, если

область (12.11) пуста, то последовательность {xk} He может быть бес-

конечной, т. е. при некотором k аппроксимирующая задача (12.14),

(12.15) не имеет допустимых решений.
Итак, пусть последовательность точек {xk} H3 ограниченного мно-

жества D бесконечна. Предположим, что существует подпоследова-
k

тельность {x "'} такая, что

lim ka = x’, h(x’) > о.
m—voo

Последовательности {tph(x)} (xED) монотонно возрастают и ограни-

чены сверху, поэтому существует ф(х) =1ішф‚,(х). Функции ;, (xk, x),
k—voo

a следом и ф„(х) липшицевы в D равномерно по k; поэтому функция

1p(x) также липшицева в D.
Теперь по построению фдт_1(х’°т)< 0; переходя здесь к пределу

по m, получим ф(х’)<0. Но с другой стороны, «p(ka)>1pkm(ka)==

= h(xk'") при достаточно больших т. Переходя здесь к пределу по
m, имеем ф(х’)>п(х’)>0. Полученное противоречие доказывает

лемму.
Лемма 12.4. Пусть последовательность {xk} допустимых рв-

шений задачи (12.14), (12.15) бесконечна. Тогда

133°[1‘ (Х”) — Ф,… (Х*)і = 0.
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Д о к a 3 a т е л ь с т в о. Предположим противное. Тогда существует

{х*т} такая, что lim xk'" = x’ и
m-roo

. k k
11m [1‘ (x ’") — <1ka (x "')1 = e > 0.

Последовательности {cph (x)} (xED) монотонно возрастают и ограниче—
ны сверху функцией f(x); поэтому существует (p(x) = lim q>h(x).

k—voo

Функции {cph (x)} очевидно, липшицевы B D равномерно по k; поэтому
ср(х) также липшицева в D. Тогда

lim [1‘ (Кт) — Ф,„‚_1‹х”’”›1 = f(x’) — ср (x') = e > 0.
m-roo

Но с другой стороны, (p(xk’") > cpkm(ka) = f(ka); переходя здесь к

пределу по т, имеем ‹р(х’) > f(x’). Полученное противоречие доказы-
вает лемму.

Доказательство леммы 12.2 не отличается от доказательства леммы
12.4.

Теорема 12.4. Пусть точка x’*+l является точкой глобального
минимума задачи (12.14), (12.15); последовательность {xk} бесконеч-
на. Тогда все предельные точки {xk} являются точками глобально-
го решения задачи (12.10), (12.11).

Доказательство. Предположим противное. Тоша существует

подпоследовательность {ka} такая, что lim xk’" = x’, и для некоторой

допустимой точки x” задачи (12.10), (12.11) имеет место f(x’)> f(x”).
По лемме 12.4

„1350 ф,‚„_, (W) = №) > их").
Но с другой стороны, (рд'т—і (х*т)< f(x”) и Ёфдтд (ka) < f(x”).

Полученное противоречие доказывает теорему.
Теорема 12.8 доказывается аналогично.
В рассматриваемом методе необходимо решать последовательность

специальных многоэкстремальных задач (12.8), (12.9) или (12.14),
(12.15). Наметим некоторые пути их решения. Для этого нам придется
преобразовывать экстремальные задачи.

Будем называть две задачи эквивалентными, если известен алго—
ритм, позволяющий по решению одной задачи восстановить решение
другой. Эквивалентные задачи одновременно либо имеют решения,
либо не имеют решения.

Две задачи на минимум, имеющие ограниченные решения, заве-
домо эквивалентны, если известен алгоритм, позволяющий для любой
допустимой точки одной задачи указать допустимую точку другой с не
большим значением целевой функции.

Действительно, Toma оптимальные значения целевых функций 3a-
дач совпадают, и существующие по условию соответствия между точ-

181



ками допустимых областей позволяют восстанавливать решения одной
задачи по решению другой.

Рассмотрим вспомогательные задачи (12.8), (12.9).
Пусть f(x) B (12.6) допускает нижние аппроксимации вида (12.4)

с некоторой константой L. B частности, если f (x) является функцией
максимума, то нижние аппроксимации могут строиться по формулам
типа (12.12), (12.13).

Теперь задача (12.8), (12.9) имеет вид:

max (ai —% llx—b‘ |Р) _» тіп
ISISk x

при ограничении
х ED C En,

где

=щю++1иш№ь*= „+Hvu)

Эта задача эквивалентна следующей:

Ф (x, Z1) = 21+ min

мд

при ограничениях

Ьшв+щ——|№№——№№<г„
= 1,2,...,k; xED.

Делая замену переменных г—_ г, +—Ён x ||“, получаем следующую

эквивалентную задачу:
L .

z——2—||x||2—>m1n (12.16)
х,:

при ограничениях

L(bх‚)<—г %нь‘не—щ i=1,2,...,k; (12.17)

xED. (12.18)

Если множество D задается линейными ограничениями, то имеем
многоэкстремальную задачу минимизации вогнутой квадратичной
функции на множестве, задаваемом линейными ограничениями. В этом
случае все локальные минимумы задачи (12.16)—(12.18) находятся в
вершинах многогранника (12.17), (12.18). Некоторые алгоритмы мини-
мизации вогнутой функции на линейном многограннике, основанные
на направленном переборе вершин и отсечении бесперспективных об-
ластей многогранника, рассмотрены в работах [8, 126, 188].

Заметим, что находить локальные минимумы задачи (12.16)—
(12.18) сравнительно легко.

Построим последовательность {yS}, оканчивающуюся в каком-либо
локальном минимуме задачи. Точка yo ED произвольна. Пусть уже
построена точка ув. Линеаризуем целевую функцию (12.16) в точке y‘
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и найдем у8+1 как решение следующей задачи линейного программиро-
вания:

г—Ь(у$‚ y) —>min (12.19)
у.е

при ограничениях

L(b“, y)—z <%Ндііі2—ап z: 1, 2, 12; (12.20)

yED. (12.21)

Поскольку в последовательности задач (12.19)—(12.21) меняется толь-
ко целевая функция, то оптимальное решение одной задачи является
допустимым для следующей. Здесь важное значение имеет выбор точки
yo E D.

Спустившись в локальный минимум задачи (12.16)—(12.18)‚ нуж-
но каким-либо способом, например перебором окрестных вершин мно-
гогранника или методами отсечений 18, 126, 188], найти точку с мень-
шим, чем уже достигнутое, значением целевой функции (12.6) и затем
опять спуститься в новый локальный экстремум и т. д.

По существу, мы описали идею комбинированного алгоритма для
решения задачи (12.16)—(12.18).

K сожалению, B других случаях не удается простыми преобразо-
ваниями привести вспомогательные задачи (12.8), (12.9) или (12.14),
(12.15) K известному виду. Однако мы сделаем некоторые преобразова-
ния этих задач.

Пусгь f (x) и h (x) B (12.10), (12.11) допускают нижние аппроксима-
ции вида (12.4), (12.13) с константами [„ и Lh. Тогца вспомогатель-
ная задача (12.14), (12.15) имеет вид

max a- ——1 L ||x—bi ||2 _» тіпl 2 f
lSiSk x

при ограничениях

1 !
шах_ [сі—ТЦНх—(і I|2]<0, xED,

{illSiSk,h(x‘)>0}

где

az = f (x‘) + 2%, н 7і‹х"›п2‚ b‘ = x‘ + {f— 7 их"),

c.- = h ‹х‘› + % ll 7w (28 >112. d‘ = x‘ + L—‘h 7 п.№ (x‘).

h (xi) = ‘13,??me (x‘) = і,…а) (x‘)-

Эта задача эквивалентна следующей:

“.’/(х, t,z)—=-z—+min (12.22)
x,t,z
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при ограничениях

L,(b‘, ‚:)—_;— L,t—z<—;— цпь‘ ||2—а„ i= 1, 2, 12; (12.23)

' 1 1 'L, (d’, x) _ _,- ы < 7 1,111 112— cf.
jE{i|1<i<<k, h(x‘)>0}; (12.24)

xED, ||xH2/> t>0; (12.25)

здесь переменными являются х, 1,2 11 имеется только одно нелинейное
вогнутое ограничение || х |l2/> t > 0.

Пусть теперь минимизируемая многоэкстремальная функция f (x)
B задаче (12.6), (12.7) удовлетворяет B D условию Липшица с кон-
стантой L 11 нижние аппроксимации ср (x‘, x) имеют вид (12.5). В этом
случае вспомогательные задачи (12. 8), (l2. 9) имеют вид

maxk(f, —Ь||х—х ||)—+rnin
l і<

при ограничении \k
xED,

где f1=f(xi)° ..
Эта задача эквивалентна следующеи:

V (x,z)Ez—+min
х,:

при ограничениях

іі—Ь||х_хі||<гз i=1! 2,...,k;

z< min і„ xED.
1<z<k

B свою очередь эта задача эквивалентна следующей:

V (x, z)Ez—+min
. х,:

при ограничениях

2L2 (x‘, x)—2fiz + 22— L2||x||2< сд, і = 1, 2, ..., k;

zg min і,; x60;
1 2 1<i$k

где с, = L2||x ”"‘—і,.
Вводя дополнительную переменную t, приходим к новои эквива-

лентной задаче:
U(x, Z, t)sz-+min (12.26)

хам

при ограничениях

2L2(x", x)—2;,z+zz—Lt<c,, і= 1, 112; (12.27)

zg тіп і„ xED; (12.28)
lstgk

нх||2>г>0; (12.29)
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здесь переменными являются x, z, t и имеется только одно нелинейное
вогнутое ограничение || x ||2 > [> O.

PaCCMOTpHM преобразованные вспомогательные задачи (12.22)—
(12.25), (12.26) —(l2.29). Обозначим оптимальное значение целевой
функции B них через 2*. Линеаризуя в у невыпуклое ограничение t —
— ||x1|2< 0, получим t—2 (y, x) + || y|l2 g 0. Подставив последнее
вместо ограничения t—||x||2 g О B задачи (12.22)— (12.25), (12.26)—
(l2.29), получим задачи линейного 11 выпуклого программирования.
Обозначим оптимальное решение таких задач через 2* (y). Так как
t — ||х|і2 { t — 2 (y, x) + || y||2, T0 2* g 2* (y). Имеет место

{(# Х)ЕЕп+1|хЕВ‚ t—le||2<0}=

___ U{(t,x)|xED,t—2(y.x)+1111112<01v
уев

поэтому 2* = inf 2* (y). Таким образом, взяв сетку точек {ys} C D и
уев

решив набор преобразованных вспомогательных задач с линеаризован-
ным B точках у8 невыпуклым ограничением t—llxll2<0, получим
оценку оптимального значения 2*. Для разных ys задачи (12.22) —-
(12.25) с линеаризованным ограничением t—llxll2 g О различаются
только ОДНИМ линейным ограничением, поэтому их целесообразно ре—
шать двойственным симплекс-метоцом.

3. Метод сглаживания. Сглаживание или усреднение функций
давно используется B математике. В частности, B данной книге оно
широко используется для построения методов локальной минимизации
липшицевых функций. Для целей глобальной оптимизации оно стало
применяться начиная с работы [138]. Дело B том, что сглаживание
(усреднение) функции устраняет мелкие локальные экстремумы, со-
храняя общую картину рельефа функции. Минимизируя сглаженную
функцию, мы надеемся проскочить локальные экстремумы ИСХОДной
функции и попасть B район глобального минимума.

Пусть необходимо

f (x) —› тіп ,
x Еп

где f (x) — непрерывная функция такая, что f(x) —+ +oo 11p11 ||x|| —-›

Обозначим куб с гранью h 11 центром x как

Kn (x) = {у EEn 11:1an lyi—x11< ди},

8,,(x)—ero поверхность, N (y) — внешняя нормаль к 8;, (x) B точке

и 6 sh (X)-
Рассмотрим сглаженные (усредненные) функции:

1№) = h, S f<y>dy1dyz...dyn.
K110?)

 



Градиент [„ (x), когда f(x) непрерывна, вычисляется поверхностным
интегралом

1
hfl

 

v 1‘1 (x) = S №) N (y) d8.
Shot)

Метод глобальной оптимизации, основанный на сглаживания, за-
ключается B следующем.

Начиная с произвольной точки x0 ЕЕ… минимизируем сглаженную
функцию fh, (x) с достаточно большим параметром сглаживания h1 до
точности || V fh,(x‘)||<e,. Затем, начиная с x1, минимизируем функ-
цию fa, (x) с меньшим параметром сглаживания h2 <h1 до точности
Н7шыт<яиъл.

В этом методе

lim п„ = lim 2,, = O.
k-roo k-mo

Когда функция f (x) непрерывно дифференцируеМа, отображение
(х, h) —-› v і„ (x) непрерывно. Поэтому последовательность {x2} не мо—
жет сходиться своими предельными точками к нестационарным точкам
f(x). Используя лемму 2.5, аналогичное свойство можно доказать и
для локально липшицевых функций f (x).

Однако каковы же глобальные свойства метода? В этой связи 11H-
тересно следующее наблюдение [81].

Пусть f (x) зависит от скалярной переменной х. Рассмотрим сгла-
женные функции (h > 0)

l x+h/2

111x>=T 5 f(y)dy. fo(x)=f(x)-
x—h/2

Их градиенты в этом случае имеют вид

h _7і„‹х› = [f (x + 13)—why)“ ', п>о.

Построим картину стационарных точек сглаженных функций Д, (х)
B плоскости Е,с >< Е„ = {(х, h)|xEEx, hEEh}, T. e. построим множест-

во Т= {(x. h)6E.>< Ем 7і„‹х›=0}.
ЗаметИМ, что если f(x‘) = f(x2) (x‘qéx2), то точка ((x‘+x2)/2,

|x2 — x1 |) ET. Таким образом, для построения Т достаточно просле—
дить за всеми параллельными оси Ex отрезками, концы которых ле-
жат на графике f (x). Непрерывно перемещая эти отрезки вверх или
вниз 11 следя за их длиной, легко построить Т.

Картина множества Т наиболее прозрачна, когда все экстремумы
f (x) различны. Тогда Т состоит из непрерывных непересекающихся ли-
ний или полос, связанных с экстремумами на оси Е,. Причем любая
линия, начинающаяся в локальном экстремуме (х*, 0) (на оси Ех),
ограничена и замыкается на другой локальный экстремум (x*"‘, 0)
(Ha оси E). K стационарным неэкстремальным точкам линии не
подходят. И только линия, начинающаяся B глобальном минимуме
(х……0), уходит на бесконечность B плоскости Ех X Eh.
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Если не все экстремумы f(x) различны, то картина Т несколько
сложнее. Однако по-прежнему Т распадается на связные ограничен-
ные компоненты, соединяющие локальные экстремумы, 11 неограни-
ченную связную компоненту, соединяющую все глобальные минимумы
f (x) и бесконечность, а также главные максимумы между соседними
глобальными минимумами.

Минимизируя fh (x) 11p11 достаточно большом параметре сглажива-
ния h, мы, очевидно, попадем на стационарную линию из Т, ведущую
B глобальный минимум. Однако непросто пройти по этой линии B гло—
бал ьный экстремум, поскольку она может вести себя весьма причудли
во, B частности может иметь изломы. Точки на этой линии могут быть
локальными минимумами, локальными максимумами или просто ста-
ционарными по x для соответствующих сглаженных функций {„ (x).



ГЛАВА4

НЕМОНОТОННЫЕ МЕТОДЫ С УСРЕДНЕНИЕМ

НАПРАВЛЕНИИ СПУСКА

 

В последнее время большое внимание привлекают релаксационные
методы негладкой оптимизации, которые, с одной стороны, вытекают
из меТОДОВ сопряженных градиентов гладкой оптимизации, a с дру-
гой — обобщают известные методы минимизации функции максимума.
Основная черта их заключается B TOM, что направление спуска опре-
деляется усредненными субградиентами, вычисленными B некоторой
окрестности текущей точки. Такие алгоритмы еще называкп` е-субгра-
диентными методами. В этих методах основным 11 весьма сложным во-
просом является построение направления значительного убывания
функции.

В данной главе исследуются немонотонные методы минимизации
недифференцируемых функций с усреднением конечных разностей или
обобщенных градиентов. Немонотонные методы, как правило, не слож-
нее итерационных процедур, рассмотренных B предыдущих главах.
Для их построения не требуется дополнительной памяти и сложных ре-
гулировок параметров. Следует отметить, что оптимальный быстросхо-
дящийся метод овражного шага [741 был построен B классе немонотон-
ных методов. В § 14 будет показано, что по своей структуре он близок
K методам усредненных градиентов. В дальнейшем процедуры усред—
нения вида

Zk+l = (1 "" ад) ги + адН (xk, ah)
будут широко использоваться B гл. 5 при построении численных мето—
дов минимизации липшицевых функций с ограничениями, a также B
гл. 7 для решения стохастических экстремальных задач.

§ 13. Методы с усреднением направлений спуска

В гл. 2 изучались конечно-разностные мет0ды минимизации лип-
шицевых функций. Им присущи недостатки обычных одношаговых
процедур. Чтобы сделать процесс поиска экстремума более регуляр-
ным, целесообразно усреднять векторы направлений спуска, которые
вычисляются на предыдущих итерациях. Усреднение направлений вы-
годно проводить B задачах минимизации функций овражного типа, по-
скольку среднее направление указывает движение вдоль оврага.

Пусть требуется минимизировать локально липшицеву функцию
f (x). Определим последовательность точек

k

х’г+1 = xk— pk 2 Н(х'‚ 01,). (13.1)
1=rk
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Здесь {rk} — последовательность моментов (B которые происходит B0-
306HOBJ1eH11e суммирования), определяющая число усредняемых векторов.
Векторы Н (x2, 01,) определяются по одной из следующих формул:

Н(х"‚ ah) = _'_ [f(fi, ..., х? +%, ..., £11,) —
2051:

i=1

_„де, ‚(;;—0%, 3213)… (13.2)

’2 ~16 А . _ “Ё

H<xk. a11=2 ”" + “,? ”"’ е„ (13.3)
i=1 '1

 

P ”k A 15_ ”k

”(xk. 010:2 № + 22‘) „х) 11?. (13.4)
i=1 h

 

аналогичных соответственно формулам (4.6), (4.7), (6.1).
В методе обобщенного градиентного спуска

Н ‹х’і a1.) = g бс"). (13.5)
В практических расчетах усреднеНие векторов Н (xk, ah) проводится

по тем точкам, которые содержатся B ek-oxpecmoc'rn точки x'k, T. e.
следующее восстановление происходит, когда

|| xk — x'k || > eh.

Для того чтобы не учитывать старую информацию, устремляют eh к
нулю. В дальнейшем будем считать, что число усредненных векторов
ограничено некоторой величиной M, т. е. k — rh g M.

Т е о р е м a 13.1. Пусть выполнены условия

 

 

2pk=oo, Zp£<oo, %+0, ?k-—+0,

k=0 k=0 k h

a _а a .=
' * “г" +0, 01,—»0, 11111—2‘ =1,

ph k-voo ah

—.— pk
11m g С< оо.
іе-ьоо pk-I-l

Тогда предельные точки последовательности {x2} с вероятностью 1
принадлежат множеству

X* = W1 0 E 0f(x*)}»
последовательность {f(xk)} c вероятностью 1 сходится.
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Доказательство во многом совпадает с доказательством теоремы 4.1 .
Из теоремы о среднем имеем

их"“, ak>=i(x" a1)›+‹к7і‹х*+т‹х"+‘—х’°› ah). „…„/‹)—

_т(2 Vf1xtv at). xk+:—xk)+

t=rk

+—-k—:,———+1(2 Vflx 0%) 26*—x"). Ogrgl.
t=rk

Оценим величины

11V f(xk + rock+1 -- x2), a1)— v f(x‘. a1)“. і = r1. k.
Заметим, что

Ia —-a,1 1a —a,1ниш, a11—v1<y.a,,)11<c[—k—a—k—+—“a——h1.
’Ла k -

  пи‹у‚а„›—\7і‹у‚щ_1›н<6[ '“”:“Ы' + ”“—„“’… ]
1г—1 h

”(у, 05k+1) —f(!/: 051111 < Clak+1 —06k1-

Поэтому

и v11? + их“” — х*›‚ a11— v их", седи =
=11Vf(xh+1(xk+l_xk)1 ak)_Vf(xi’ah)'1—Vf(xi1ah)"

k
і _ і' '— і

—7і(х›аі)||<%291+с[і%+щ%ш]‚
t=z

II V f(x’e + ¢(xk+‘— x2). ah) - v №“. ah)“ < С:“ 

Отсюда вытекает, что

і(х*+1 ak+1)<f(xk ak)+clak_ak+11+
Iz—l _ __

%:2 pt +Cph2 [№+№]_

ht=rk =r,z ‘ 2

. k k

——р`+1(2 vux’. …>, в (H (1, ад — v W" at) +
t=fk t=fk

k
+ Vflxt: at)))<f(xk1 ah) + Clah—ak+1| + (::—: 2 Pt+

t=rk
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k—l Ia—a a—a

+0912 [_ta1:‘_+ —'tah ”' ]—
=fk

рд
“—73in 2 Vf(x106t)

t=rk 

 

  
2+ т<2 Vf(x1at)1

t=fk

k

2 (vf(x'1a1)—H(x‘1 «11111). (13.61
!=“;

Для доказательства сходимости достаточно проверить выполнение
условий (4.12), (4.13).

Пусть xs—+x' EX“ (SES) и 2Ё-окрестности точек х8 (s >;”) не пере—
секаются с Х*. Предположим, что условие (4.12) не выполняется, т. е.

все точки xk (k) 5);) соцержатся в б-окрестности точки х’, 6g

<6/2. Поскольку р„--› 0, то для достаточно больших s точки xs-M.
xS‘M+1, ..., x5"l также принадлежат б-окрестности xs. Поэтому из лем-
мы 2.5 следует, что при достаточно больших s и довольно малых 6
выполняется неравенство

 

   

  

k

2 Vf(x1a1)>/o> 0
t=rk

Из условий теоремы следует, что

p’k рис 9
= Х _“ —-› 0,

“k Prk+1 ah
аналогично

р%+! Р _———›0‚ ——"—‘—+ 0.
ooh och

Точно так же

la _“ | la -<1 I .
___—і“h +0, ia k +0, 1=Гд‚ с..,Ёо

t h

Следовательно, при достаточно больших k
k—l

la “| la —a |
С|Осд——’осд+1|+—С—112 Pt+CZ [%+ _іТЬ—]<_291Й .

t=rk l=rk

Тогда в силу сходимости с вероятностью 1 ряда
оо k k

2 911(2 Vf(xt1 0‘01 2 (V f(xt1 0%)— H(xt1 at»)
[2:0 t=rk t=rk

из неравенства (13.6) при больших s вытекает
k—l

f(xkv “н) <f(xs1 as) '— ЁЁТ Z Ри (13.7)

t-s
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что при /г—› со противоречит ограниченности {f ():", оси)}. Следовательно,

k(s) = min{r|||_x’— x‘l|>6, r>s}<oo.

По определению
xk ($8116 (x‘)E{x| ||11c—xs || <5}.

но так как рд—›О‚ то для достаточно больших s

хм” E (120055).

-т. е. неравенство (13.7) остается в силе при k = h(s). Из соотношения

k(s)—l t

хит : x5 _ 2 011(2 [f(xp, “;)))

t=s p=ft

вытекает, ЧТО

k(5)—1
6

2 pom-
t=s

Поэтому из неравенства (13.7) получаем

об
№№, 0111111<Hx51 0131— №»

откуда непосредственно следует (4.13). ТеореМа доказана.

В качестве направления движения можно брать вектор dk, который

принадлежит выпуклой оболочке векторов Н (x'k. ос“), …, Н (xk, och), T. e.

181+l = x" — …а“, (13.8)
k k

ж = 2 151106.019, 2 №: 1, ж?;о.
=rk t=rk

T e о р е м а 13.2. Пусть выполнены условия теоремы 13.1. Тогда
предельные точки последовательности {xk} (13.8) c вероятностью 1 при-
надлежат множеству

Х* = {Х* | 0 E ді (x*)}1
последовательность {f (xk)} сходится с вероятностью 1.

Доказательство практически аналогично предътдущему, поскольку
вектор, принадлежащий выпуклой оболочке векторов Н (x’k, ост),

..., H (xk, ah), представим в виде (13.3). Поэтому

k

Hack“. a11+1) < f (xk1 a1) + (2 1? (7 f(xk + I(xk+1 - Ё), ось) —
t=fk

k

— v №, a1111xk“ — х") + (2 1.? v №, a11. № —x"1 ‹.
t=rk
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Отсюда следует, что

„хдд, Один) <f(xk1 05h) + Clan — ak+11+
k k

р]; la¢_ahl la —ahl
"'—СЧ 2" Pt+CPh Е,: [“Т—+ ___іссд '—

=fk =k

k 2 1:

"Ph 2 Afvf(xt,at) + Pk 2 A'thItWt10‘t)’
t=rk t=rk

k

2 M(vf(x’1a1)—H(x‘. a1» . (13.91
t=rk

Таким образом, получили неравенство, аналогичное (13.6).
В релаксационных методах негладкой оптимизации типа (13.8) в

качестве d" обычно берут ближайший к нулю вектор из выпуклой обо-
лочки накопленных векторов, т. е. решают дополнительно специальную
задачу квадратичного программирования. Если не требовать монотон-
ности процесса, то, как показывают практические расчеты, методы типа
(13.8) не имеют преимущества в скорости сходимости по сравнению с
методами (13.1) с простейшим усреднением и без запоминания инфор-
мации.

Заметим, что условиям теоремы 13.1 удовлетворяют также шаго-
вые множители

р; = Pan» 0; = Ритм 1 < n1. < N < оо.

Поэтому в выбранном направлении движения можно провошать гру-
бую одномерную минимизацию. Обычно в численных расчетах век-
торы Н (xk, ah), как и сам вектор спуска в (13.1), выбирают нормиро-
ванными.

Усреднение направлений спуска выгодно использовать также в
методах условной минимизации. Пусть

X=x, (1 X2, X1=={x|fi(x)<0, 1°: 1, т…},
Х2 —- выпуклое ограниченное и замкнутое множество, причем X2 име-
ет непустое пересечение с множеством внутренних точек X1. Метод ми-
нимизации f0 (x) при х 6 Х с усреднением субградиентов определяется
последовательностью точек

x"+‘ =. ях, ос“ — …}”), (13.10)
где

k

38* = 2 th (x‘);
t=rk

O, max fi(x‘)<0;
‘V == 1<і<т

t

i1 max f1 (26‘) = f1(x‘)> 0.
ISiSm
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Здесь h(x) —выпуклые функции, g"(x) Еді„(х) (v = O, 1, т),
flxz (x) — оператор проектирования точки x на множество X2, B точках

x"? происходит возобновление суммирования.
Теоре ма 13.3. Пусть

00

%* 01 2 91 = 00-
=0

Тогда предельные точки последовательности {xk} принадлежат мно-
жеству

Х* ={х* = arg min [‘0 (x)}.
xEX

Доказательство. Обозначим

Q17 ={xleX1,fo(x)<T}.
0

Пусть X5 C Q1 —множество внутренних точек множества @, кото-
рые отстоят от границы Q1; He менее чем на 6. При достаточно малом &

#

МНОЖССТВО X5 HEHYCTO. Вначале покажем, Ч’ГО предельные ТОЧКИ после-
k

довательности {х} принадлежат множеству @; отсюда, устремив т к
f0 (х*)‚ получим утверЖДение теоремы.

Пусть существует последовательность

x’—>x'§fo. SES-

Найдутся такие s и e, что, начиная с некоторого номера s28, 2e-0K-
рестности точек xs He пересекаются с От. Покажем, что для любых

е<е/2 и достаточно больших s

12(3) =- тіп {г|||х’ —xs ”>в, r>s}<oo.

Предположим противное: _
x" E U8 (x3), 3 > s.

Так как р,у—›О‚ то для достаточно больших s точки xS—M, ..., x""I
также принадлежат U3 (x3). Пусть xk ЕХ}; тогда

о> — o> ma1g<fo<y1—fo (xk11.
уехд

Если xk & Х„ то

0> —о> гладкому) —г‚‹х’*». != 1. m.
убхд

ПОЭТОМУ ИЗ ЭТИХ неравенств ДЛЯ ДОСТЭТОЧНО МаЛЫХ 8 BbITEKaeT, ЧТО

k

ma); 2 (я” (х’)‚ у — х”) < — %— .
Пбхд tar};

Положим ‚‹ .

W011 =- rnirallxk—yna == мх _„ (хоца. y(xk1ex1.
1164156
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Тогда

w №”) < и 11"“ —- y №№ = 111111. ‹х* — 1111?") — y №№ <

< и х“ — p.31" — y(xk1112 = W ‹х*› + 291161631 W1.) — хб +
+ 9% ll Ё ”2 < W (xk) + СрЁ — pho.

Для больших s имеем Срд<о/2, поэтому

k—l

о<ш‹х’*›< W<x‘1—% 2 p1.
t=s

Перейдя к пределу по k —› ос, получим противоречие с условием
ограниченности снизу W (x). НетРУдно показать, что

Гіт'п' W (‚:“—°) < 11111 W (x5).
s—voo

Таким образом, выполняется условие (4.13). Заметим, что W (x) Ha
Q... принимает континуум значений, Однако это не является препят-
ствием для доказательства сходимости, поскольку W (x) на Q1. прини-
мает значения из [0, 6]. Следовательно, предельные точки последова-
тельности {xk} принадлежат От, откуда, устремив 1: к f0 (x"‘), получаем
требуемое утверждение теоремы.

Конечно-разностный мет0д минимизации fo(x) при 156 X имеет
следующий вид:

х*+‘ = :… (xk —— …?), (18.11)

ГДЗ

k
ч tx = 2 Н”‘(х‚ oat);

t=rk

0, max [‚(х‘) < 0,
1$і$т

i1 131-351 1‘: (x‘) == f1(x‘)>0;
\1\

Vt:

векторы Н”! (x‘, ос,) определяются по формулам (13.2) —(18.4).
Теорема 13.4. Пусть выполнены условия

00 00 А

ЕРЬЁ'Ю, ЕРЁ<°Щ %+О‚ och—>0.

кво k=0 "

Тогда с вероятностью 1 предельные точки последовательности {xk} при-
надлежат множеству Х*.

Доказательство теоремы аналогично предыдущему.
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§ 14. Методы усредненных градиентов

В этом параграфе исследуется класс нерелаксационных ме'юдов
минимизации обобщенно дифференцируемых функций, B KOTOprX на-
правление движения является выпуклой комбинацией некоторого
числа обобщенных градиентов, полученных на предыдущих итераци-
ях, а шаг регулируется адаптивно. Усреднение предыдущих гради-
ентов можно рассматривать как простой прием, улучшающий работу
градиентного метода. Показано, что специальными случаями метода
усредненных градиентов являются известные методы тяжелого шарн—
ка [100] и овражного шага [14‚ 74], обобщенные для минимизации (не-
выпуклых негладких) обобщенно дифференцируемых функций при ог-
раничениях. Как известно, B гладком выпуклом случае эти мет0ды
намного превосХОДят по эффективности градиентный метод. Кроме то-
го, эти методы можно использовать для глобальной минимизации функ-
ций при ограничениях.

Построим метод усредненных градиентов для решения следующей
задачи:

і(х)—›п11п (14.1)

ща<о (иш
Ёе f(x) н h (x) — обобщенно дифференцтуемые функции, G, (x) H
„ (х)—их псевцограштентные отображения, (x) —› + 00 при ||х||—›—|—оо.

Распространение метода на задачи с более общими ограничениями B
принципе можно провести так же, как это сделано для метода обобщен-
ного градиента B § 10. Обозначим

при ограничении

G] (X), ’1 (X) < 0,

G (x) = со {О, (x), Од (x)}, h (x) === 0, (14-3)
Ол (х) h (x) > 01

06(16): CO{0(y)llly—xll<6}-

Сходимость метола усредненных градиентов будем трактовать как
следствие определенной устойчивости метода обобщенного градиента,
к изучению которой сейчас перейдем.
: 1. Устойчивость метода обобщенного градиента. Рассмотрим сле-
дующий метод:

„%щ„№Н=№—„щ mny+ufi д=оь… mm

11" 601,,(xk). (14.5)

ogpkszp. 0<6д<6‚ пА*||<А‚ (14.61

Пт р„ = 11m дд 1- llm || А”” _ 0, 2 pk = + 00. (14.7)
k—no k—no іе—по k—O

Этот метод отличается от метода обобщенного градиента (9.2),
(9.3) или (10.7), (10.8) тем, что в нем, не теряя сходимости, можно
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брать текущий градиент g" не в точке xk , a B некоторой близкой
точке у: lly—xk ”<%. Более того, в качестве направления движе—
ния Pk можно брать произвольную выпуклую комбинацию градиентов,
вычисленных с ошибкой B соседних с х* точках. Данное свойство вмес-
те с общими условиями (14.7) выражает определенную устойчивость
метода обобщенного градиента (9.2), (9.3) и (10.7), (10.8).

Отметим, что указанная устойчивость отличается от реальной вы-
числительной устойчивости метода обобщенного градиента вида

xk+l = xk — %*, gkeG (xk), k .-.—_- o, 1, (14.8)
При практических расчетах по любому методу неизбежны ошибки ве-
личин, входящих в запись метода. МеТОД устойчив, если при малых
ошибках он приходит B малую окрестность решения. Например, вы-
числигельная машина всегда производит действия с рациональными
числами ограниченной разрядности. Если вычисления происходят B
пределах разрядной сетки, то они абсолютно точные. Однако если B
результате какой-либо операции над числами, наХОДящимися B пре-
делах разрЯДной сетки, результат операции выхщит за пределы раз-
рядной сетки, то он округляется или обрезается. Здесь B вычисления
закрадываются ошибки округления. Это приводит к тому, что, на-
пример, B методе обобщенного градиента следующая точка x’H'l вы-
числяется не по (14.8), а по формуле

_—=

дн+! = 12k —- Eh-g‘h. gk еа ($#), (14.9)

где черта означает округление (т. е. в этой формуле величины без чер-
ты обозначают числа, машинные представления которых могут выхо—
дить за пределы разрядной сетки, a величины с чертой — рациональ-
ные числа B пределах разрядной сетки). Если B (14.9) ошибки округ-
ления на каждой итерации сделать малыми по сравнению с величиной
шага рд, то изучение СХОДИМОСТИ алгоритма (14.9) можно свести к ис—
следованию сходимости процедур вида (14.4), (14.7) [85].

Следующая лемма устанавливает локальную устойчивость метода
обобщенного градиента.

Лемма 14.1. Пусть последовательность начальных точек {х'}
сходится к xn 11m x5. Для каждого s рассмотрим последователь-

8-›оо

ности {хгшвц'такищ что

xf‘xx‘. xf+1=x§—p§ ‚, (14.10)

P§=Q§+A§. 0560610151. k.gkgn. (14.111
8

Обозначим

p.== SUP 95‘. 6.== SUP 551
ksSksns k‘skSns

128—]

k __.-As 11114.1. “1% "”
I
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Если 0&0(х) и gs2o> 0, mo существует 8 = 30:, 0) такое,

что для любого 86(0, 8] найдутся р =- 9 (16,8), 6=—6(x,e)uA=А(х‚ B)

такие, что для {x§}kf=ks, определенных формулами (14.10), (14.11),

где 6f<6, 95$?) u Ang, найдутся индексы l, такие, что || х*—
——x||<8 при kEIks’lsli

11 их) == 1ітп;°(х$) > Iimf (11:1), h(x1< o;
21 h(x) =11mh(11)>11—1ah(1;1), h(x1>o;
31 их) == 11m №) > Н_ті (11:51.

C(x)6>>11_mh(x;s), C(x)>0, h(x)=0.

Доказательство. Напомним, что 06(14):: со {0(у)| ||у—х|| <
< 6}. B силу полунепрерывности сверху G (x) существует еі-окрест-
ность точки x такая, что v1:- р(0‚ Ов‚(х))>0. Обозначим

Г!“ЗЦР{1|8Н18601(!/)›11у_х11<81}‚

Гл“ SUP{Hg|1IgEGh(y)1lly—x||<81}1

Г= max(I‘,,I‘h)—|~ y1<+ оо.

Возьмем 82 = min (81, cm). B силу обобщенной дифференцируемости
f(x) и h(x) для любых констант С, и Ch найдется вз<в2 такое, что

ПРИ ||у—х||<83

f(y) = W) + (£111! —x) + 01(x1y1g1)1

h (.‘/> = h(x)+(gh1y _ x) + 0h (x1 y! gh)’

где 101(x.y1g1)l<Crlly—xll1 |011(x1y1g11)|< Chlly—xll1 малу»
gh €01..(y) Константы Cf и Ch будут уточнены 1103,11Hee.Ecnnh(x)7&O,
T0 найдется в <83 такое, что для всех y, || y—x||<e4, будет

|п(у)—Ь(х)|_<|11(х)|/2.Если h(x)—— O, то полагаем e4 = e3.

Положим e == ед._Зафиксируем произвольное вЕ(О, e]. Возьмем 6—1:
== B/4,p1 == е/(4Г), A1: 71/2._Пусть для s} S имеет место ||xS—xH<

<8/4163<81’ A3\A11 psgpi

Обозначим через m3: т8 (e) максимальный индекс k E [1123, ns] такой,
что для всех гЕ[/г8‚/г) имеет место || х’—х||<е/2

Покажем, что e/2<||2(s"‘—x||< 33/4. Докажем сначала левое не-

равенство. Действительно, если ||x'"x3 ‘—x]| $812, то т8 = n3, и полу“

чаем противоречие: 32 > 38/4 > || x23 — xs И > 071. Далее

п xZ's — x11 < „ мс;"г1 — x и + 112‘s“ н PTS“ н < 31/4.
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Отсюда
ms—I

>11f2p1fi11>12
ms—l

2 Pk < а = _— -
k=ks

Рассмотрим ngGokch). Справедливо представление:

11+1 n+1

_ k' = И ki №8,35—— 2 911g;— 2 А, af‘g’g + 2+ )1
i=1 i=1

n+1 n+1 n+1

“ (2 №?!)2 15‘0“? + (2 vf‘gzé) 2ж:!11:51
::=—1 i=1 i=1 i=1

= 3152;, + 352:5. (14.121

Nle’vs1as1 EJ1P‘I1VS1—S1fis>o

n+1 ы п+1 n+1 kt _ _k

27»; =pri=2vf‘=af‘+s=a§+fls=l,

1-1 in] i=1

ЕЁ“ E G (x391 g?! E G, (16591 gt: Е 011 (16591

Q}: Eco{01(y) I Ну —x§|| < 65'}.

EESECOWMH)!lly—xf||<6§}-
При ||х‘—х||<е/4, б, <в/4, k, <іг<т„‚ 1<і<п+1 имеет мес-
то || x’“—x||<|l ;ьс’іі—х’с || + || xk—x||<B<B3 Поэтому справедливо

разложение

f(xf‘) ==1(х) + (3k: 1 xi“ _ 161+ 01061 xf‘1gf§)<

<10?) + (g’;§1xf‘— x5) + C1 || xf‘ — х“ ” + (Г! + С,) H x’ _ x“-

B этом разложении xf‘ (1< і<п + 1) можно приближенно заменить
на x’j; имеет место неравенство

№5) <1°(х) + (её;, 115—1111) + C1“ xf—x‘u +
+ (2P1 + C651 + (P1 + С!) ||х8—хн.

Умножим эти неравенства на р:“ и Просуммируем по 1:

№:) < 1‘ (x1 + (£121 11;... 11) + 01|le — x3 II +
+ an + C1161+ (1‘1+ C11 "111—.1". (14.131
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Представим

—1
‚.: x‘— 2 рву; , z: = _ Z pgAz.

r=ks r=s

Справедлива оценка при k6 [k3, ms]:

ms—l

пг'гн< (sup А:) 2914.114.
115 r=l:s

Заменим в правой части (14.13) x’; на хг:

rut1<r(x1+<§1.13c:— 1181+ 011111—1111 +
+ (21‘, + C!) бв + (F10 + C1) A8 + (F1 + С;) ” x’— x". (141 14)

Аналогично

Ь‹х:›<п‹х›+‹ё;,‚Е5—хз›+с‚,н2:—х8п+

+ (?Гп + C0611 + (Г„а + Ch) As + (Гл + Ch) 11 x‘ "' х||. (14-15)

Теперь рассмотрим скалярное пройизвепение

11.—1

(g‘,x"—x,)==—((gs ’ ZSlpggs/kzl’ps)2 P:-
ruks )raks

Для $>8 11 k6 [k3, т,] имеет место gf 6081(x), поэтому у1/2 <||РЁ||<

(Г, и

2 15> u sz _x. тг >е/(4г›.
leaks

Очевидно, что для оценки скалярных произведений (gf,х*— x8) при
s) S применима лемма 9. 2, B которой нужно положить

Р = 03106), pk == g’j, а = 8/(4Г), р = Byf/(24I‘3).

Положим ршшіпфЪр). Если s98 и р‚<б, то, согласно лемме
9.2, найдутся индексы 1‚<т‚, для которых ||х5—х||<е при k6

Elk» 1.11 И
15—1 13—1 Y2

(gfis1zptg/Zp) —‘-‚
1г==іг$ k—k
1,—1
2 рЁ> "I (14.16)

 



Необходимо рассмотреть три случая: h (x) < 0, h (x) > 0 и h (x) == 0.
Пусть h_(x) < O. При достаточно больших s 11 k E[ks, m3] имеет

место gf === gfs, поэтому при k= 1, неравенство (14.14) Можно пере-
писать в виде

ls—l

roe?) <i<x>— (14‘— —— 1‘01) 2 o: +
k=ks

+ (21‘; + Cos. + (Pia + с,) А; + (г; + с,) п x'— хи. (14.17)
Теперь конкретизируем C, (a значит, и Е): возьмем С, = vf/ (8Г). Имеш
еЕ(О‚Е] и {)= min (51, p). Положим

3 3
5 = 8V1 Ё == 3V1
1 300r9(2r,+7:,) ’ f зоог=‹г‚а+с‚› '
  

Все проведенные ранее рассуЖДения превратятся из условно верных
в без_условно верные. В результате из (14.16), (14.17) при p,<3,
б‚<б, и А‚<Аз получим

их,?) <r<x>— mg;— + ‹г‚ + с,) их=—хн‚ (14.18)
откуда следует утверждение 1) леммы.

Утверждение 2) доказывается аналогично.
Пусть теперь h (x) == 0. Докажем утверждение 3) леммы.
Покажем, что при соответствующем выборе констант Ch, _б и Ж

при достаточно больших s будет тіп {h (y)|||y—x:‘||<68}<0, что

влечет h (x?) g 21‘h6, = С (х) 68 и доказывает вторую часть утвержде-

ния 3) леммы. Действительно, предположим, что min {h (у) | || у— хЁН<

<68}>O. Тогда gi‘zfifi, и из (14.15) получаем

2 1,_1

o<h(xis><—(—‘}—chr) 2 p: + ‹2г„+с„›6.+
k=ks

+ (Гда + Ch) As + (Гл + Ch) H x5 _ x“
При Ch é yf/(BI‘) и

1 8??___—__- А < ‘ W?
50—0 1‘3(2rh+ch) ’63$ з\ёббгчгд'ацгсд

для достаточно больших s получаем противоречие:

ет?
0<—№+(Гд+сд)||х5—хи.

Вторая часть утверждения 3) леммы доказана.
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Теперь B зависимости от расположения xfis рассмотрим два случая:

a) max {h(y)|||y—xls||<68}<0; тогда 388—= 32, справедливы не-
равенства (14.14), (14.17) и (14.18), откуда при Cfgyl/(8I‘) (11 COOT-

ветствующих е< е), a также при ngé, и А8<А3 следует первая
часть утверждения 3) леммы;

6) max {’1 (y) I Н y— :“ || < б,} > 0; тогда h(xsls) > —— 21‘h63 и из

(14.15) при kn !, получаем

ls—l zs_1

(E21, 2 Pf .)<Ch“ 2 pfgfl
kaks k=ks

+(Г„а+С„)А3+(Г„+Сд)||х5—х||. (14-19)

113 (14.12), (14.16), (1419) следует

+ (4Гн + Ch) 68 +

 

#(ЁЁЁ ZP§8§)> 729’:— 3:5(gni. prgf)>
k—ks 1:181:13

Y2 ls—l

>(—' —с„г) 2 р:—‹4г„+с„›бз—
k=ks

— (l‘ha + Ch) A.— (1‘1 + Ch) II x" — xll- (14-20)

Теперь выберем величину Ch; все проведенные рассуждения верны при

Chn‘yl/(8I‘). Если

б <5 ____Y1__ A A<1__8L
г\ <Гогч4г,1 +ch’) < \200r2(rha+ch)’

то при достаточно больших s 113 (14.20) следует
ls—l Y2 18—1

(4;. 29§g§)>%_pr —‹4г‚‚+с„›б

—(Гда + Ch) As "" (Гл + Ch) " x5 " ХП- (14°21)

Из (14.14), (14.21) при kx==l 11 достаточно больших s получаем

1—1

і<х18><і‹х›——(382——гс‚)2 p: + ‹г‚а+ Да + с‚+ ch14 +
k:_ks

+(32Г;+4Г„+С,+С„)б + (Г‚+Гд+С‚+С„)||х8—х||.

Конкретизируем теперь С, (так как Ch было уже указано ранее, то

тем самым мы конкретизируем и e): положим С, = у1/(16Г).Имеем

0`<`е<е 11 р= гп1п(р,‚ р). Теперь определим б и А. Положим
з87? A ауд

6 = 2001‘2 (21‘, + 4l‘h + с, + Ch) ’ = 2001” (Г 1“ + Гл“ + 51+ Ch) .
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Все проведенные ранее рассуждения превра_тятся из условно_верных в

безусловно верные. В результате при p,<p, 68<6 11 AS<A получим

і<х58><і‹х›—№+‹г‚+г„+с‚ +с„›нх$—хн‚

откуда также следует перв_ая часть утверЖДения_ 3) леммы. Итак, мы

указали е(х, 0) 11 p(x, &) б(х‚ 8) А(х, @) (eE(O,e]),11p11 которых вы-
полнены утверждения 1) — 3) леммы.

Теорема 14.1. Пусть в задаче (14.1), (14.2) f(x) u h(x)—
обобщенно дифференцируемые функции, причем h (x) -+ + оо при
||х||—›+оо. Пусть множество Н*= {h (101060,, (x), h(x)>0} не
содержит интервалов. Тогда при достаточно малых р, 6 u А из
(14. 6) последовательность (14.4)— (14. 7) ограничена,и

либо все предельные точки {xk} не принадлежат допустимой
области D== {xEEn |h(x)\< 0}, u тогда все они принадлежат Xh=
= {x1 О 601106) h(x)> 0} и существует предел lim h (16") > 0

k—voo

либо все предельные точки {xk} принадлежат D, и тогда мини-
мальные из них по значению f_п_ринадлежат Х*= {хЕЕ„ [OEG(x),

h(x) <0}, a отрезок _[__limf(xk), limf(xk)] вложен в множество F*=

=={f(x) | xEX*}. Если npu этом kF“ не содержит интервалов, то все
предельные точки {xk} принадлежат связному подмножеству Х*и
существует предел k1imf(x").

Данная теорема о сходимости метода (14.4) — (14.7) доказывает-
ся точно так же, как леммы 9.1, 10.1 11 теоремы 10.1 , 10.2 o схолимости
меТОДа обобщенного градиента (10.7), (10.8) ввиду справедливости лем-
мы 14.1‚ аналогичной лемме 10.2.

2. Метод усредненных градиентов. M61011 предназначен для реше—
ния задачи (14.1), (14. 2). Он вырабатывает бесконечную последователь-
ность точек {х’г} согласно следующим правилам:

x0 E Е„ —— произвольно, (14.22)

111+1 = хг — phthk, Pk =_— Q“ + М, pk} o, „> 0, (14.23)

k

с“ = 2 Mg, g' e G (x'), м; 0, (14.24)
r=rk

Где х” — текущее приближение, Pk —направление движения, Qk ——
усредненный градиент, Ak— некоторая малая добавка, pk: ph(x°, g0,
.. , х“, g") — регулируемые шаговые множители, vk = vk(x°, g0,
.. ,xk, gk) — регулируемые нормирующие множители, ?„„=?„‚,‚(х°‚ g”,
.. ,x", gk) — регулируемые усредняющие множители.

Выполнены следующие условия.
Для любого компакта К c: Е„ найдутся числа vK>0, жк> O,

NK< + оо, Ак< + oo такие, что если {xk} CK 11 gh €006"). то для
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всех k имеет место

0<vK<vh(x°,g°,...,x",gk)<NK<+oo, (14.25)

[2

O<AK<Z%h,(x0,g°,...,xk,gkg) AK <+oo. (14.26)
r=rk

Для любой ограниченной последовательности {х*} 11 последователь-
ности {gk} (р* E G(xk)) 11MeeT место

lim Ай (x°, g0, ,xk, gk) = о, (14.27)
k—roo

max llxk —x' || g sh (x°, g0, , x", g“), (14.28)
rk SISk

klimсое„ (х°‚ g0, , xk, gk) = 0 (14.29)

(функция eh мажорирует maxkllxk —x’ ll),
rkSr

lim р„ (хо, 80, ,х*, gk) = 0. (14.30)

Функции р„(х°, g0‚… ‚‚х* gk) обладают следующим свойством: если
{Х*}—+х‚ gkEG(xk) 11 0éG(x), то

291(x°.g°ém.xk g).==+oo (14.31)

3 a M e ч a н 11 e 14.1. Вектор (2* в (14.23) является некоторым
средним из предыдущих обобщенных градиентов, что объясняет на-
звание метода. Нетрудно видеть, что в случае безусловной минимиза-
ции функции f(x) BeKTop Q’b есть некоторый обобщенный градиент
усредненной функции

k .

(Pk (x) = 2 Мг; (х '— (xk _ хг»-
furk

Поэтому метод усредненных градиентов может также рассматривать-
ея как метол решения специфической нестационарной (предельной)
экстремальной задачи, в которой минимизируется последовательность
функций ф„ (х).

3 a M e ч a н и е 14.2. B методе усредненных градиентов (14.22) ——
(14.24) можно использовать нормированные обобщенные градиенты

E1 = g'/(|l g1 и + e). e > 0.

В ЭТОМ случае усредненные градиенты Q" имеют вид

k k
k “hr= ?… ' = г,

Q 2 hrg Не’Н+а‘9
r=rk r=rk
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Где

k

”#:->О, 2 “hr: 1'

r=rk

Можно также нормировать направления движения Pk; для этого сле-
дует взять нормирующие множители вида

k k — __]—vh(x°,g°,...,x.g) ||P"|l+e’ е>0.

Ввиду ограниченности отображения G на компакте метод усред-
ненных градиентов с нормировкой обобщенных градиентов 11 векторов
Р’? удовлетворяет условиям (14.25) —(14.31).

Следующая лемма устанавливает локальное минимизирующее
свойство метода усредненных градиентов, которое B OCHOBHOM 11 06ec-
печивает его сходимость.
Лемма 14.2. Предположим, что последоватльноспш {х*}‚ n0-

рожденная алгоритмом (14.22)— (14.31), ограничена и существует

предельная точка х’ = lim xks такая, что 0 & G(x). Тогда найдется

E>0 такое, что для любого 3E (0,51 существуют индексы 18)/ев,
для которых (при достаточно больших s) ||х* —x’||<e npu kE
E[k,, 1.1, и справедливо:

1) [(х)——1іті(х*')>1іп1і(х’8)‚Ь(х)<0;

2) h(x):s1111111081);1111111068), h(x)>0;

3)f(x)—11mf(xk‘)>11mf(xls) О>11mh(x8) h(x):

Доказательство. Будем считать,оочто {х*}с:К, Где К—ком-
пакт. Обозначим 'y—= p(O, G(x’))>0,

F=f§gllgkll<+°°1 (ых)=СО{6(у)|Ну—хн`<`е}.

В силу полунепрерывности сверху выпуклозначного отображения G
найдется е’>0 такое, что р(0,68: (х’))>у/2. Представим

xk+l = xk _ ph’vhpk = xk _ бир“,

где k 1
? = (2" + Ek=P"/ 2 ж,… Gk = Qk/ 2 ж,…

r=rk r=rk

_а k k _ k

= А / E Мг» Pu = 13th 2 7%-
r=rk r=l];

ПокажеМ‚ что вся последовательность {х*} не Может сходиться к
точке х. Предположим противное. Тогда для достаточно больших k

B силу (14. 29) Qk EGek (х*)с6‚‚ (х’), а B силу (14.26). (14. 27) ПАЙ II<
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g W4. Отсюда для достаточно больших t 11 s получаем соотношение

1—1 t—l t—l

2e>l|xt—xsu= “21111072111.“2914111114291.
k=-s

где правая часть B силу сделанного предположения 11 условия (14.31)
стремится к бесконечности при і—› + оо. Полученное противоречие
доказывает, что вся_ последовательность не может СХОДИТЬСЯ к х’.
Поэтому существует 8” < 8’ такое, что индексы

ms(e')=sup1m>>k IIka—x ||<8” при ke1ks.m)}<+oo
Рассмотрим последовательность {х*—_ х*, kE [1113, ms (е(”)]}. Покажем,

что при достаточно больших s K ним применима лемма 14. 1. Действи-

тельно, xfs=xks —>x', O¢G(x';)

)6?“ = х: _pth1 k E “аз! ms (В”));

Р" = Ег" +?; № H SH AkII/1K—10. k—m;

бд E 03,, (х*) : Gas (х*); 64 =ksup е„» 0, s —+ + оо;
1s

k

Бл : Pth 2 Mr <NKAK911 +* 01 *_* + 00—
r=rk

Для s 11 k>ks таких, что lek8 —x' “€672 и НА“ ||<<|lAk||/1.K<

имеет место
ms(e”)—l „

о,= 2 61>lems‘”’°—xackHsu/ max нЩ=8°т=ы>а
k=ks ksSkSrns(e”)

Итак, к последоватешэностям {х5=х*, ігЕ[/г3‚т3(в”)]} (S=0,1,...)

применима лемма 14.1, откуда с учетом того, что 1іп1б8 = О и
8-›оо

lim suuEsph = О, следуют утверЖДения данной леммы. Лемма доказана.
з-ню k)

Следующая лемма устанавливает условия ограниченности последо-
вательностей {х*}‚ построенных методом усредненных градиентов.

Лемма 14.3. Пусть п(х)—›+оо при ||х||—+-|-оо, и пусть су-
ществует с> тах(0, h(x°)), не принадлежащее Н* = {h (x) I OEG,l (x),
h(x)>0}. Последовательность {х*} построена согласно (14.22)—
(14.24) при условиях (14.27)—(14. 31). Тогда для любого d>c най-
дутся числа R, V 11 A такие, что если ksupph<R, ksupeh<1V и

sup || Ak ||<A, mo последовательность {х*} не 601x00umku3 ограни-

ченной области {x | h (x)\< d}.
Д о к а з а T e .11 ь с т в 0.\Upe1111011011111M противное. Тоша для неко-

торого d > с найдутся последовательности {х* Lew запущенные для
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каждого s 113 точки х° согласно (14. 22)—-(14. 31), где sup р*<128—›0,

…За—&"<У, —›0 и sup || АЁ||<А —›О ($—-›оо)‚ 11 уходящие на беско-
11>
нечность; индекс sобозначает номер запущенной последовательности.
Обозначим

К= {x|h(x)<d}. Г = sup{llg|||gEG(y).1/EK}< + оо.
Выделим индексы Ь, 11 t8 такие, что

h (xf) < d 11p11 k E [О, Ь,], (14.32)

h(fo) <c<h (xk) < d < h(xg‘), лет„ 1,). (14.33)

Последовательность {x53} ограничена. Не меняя обозначений, будем счи-

тать, что 1ігп х,? = х’. Представим
8-›оо

k —

xf+1 = xf — prfPs = xf — pf P: , Ь> k8,
где

6: = plsavk 2 Ahr!
r=rk

k

3=1¢+1§=3/211.<xg.g1.m11.11:).
r=rk

k k

Q" = Qf/2 1.... A? = Af/ 2 м,.
r=l}: r=rk

Покажем, что к последовательности {xf , Ь, { k g t3} (3 = О, 1, …)
применима лемма 14.1.

Всилу (14. 32), (14.33) и (14.27), (14.28) при k < t, имеет место

ps <.vaK9, SNKAKR.-+ 0. s —› + оо; (14.34)

||quSIIAfll/1K<.A./1K—»o. s—» + оо; (14.35)

||Р5н<нёёп+||дён<г++зи5А,<+оо; (1436)
max ||х*——х' || <sf<V —›0‚ 3—› + оо; (14.37)

3'karSk

Qtewmwuy—xfn <11}.
B силу (14. 34). (14.36) lim ” х*з+‘—х*8|| = 0. откуда o учетом

(14. 33) следует
h (х) = 11m11 (х?) = 11m h (‚;&-Н) = с e 11*.

Поэтому О Q О„ (х’), h (x’) > 0.
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Найдем 6>0 такое, что max {h (y) I lly—xll <6} <d. B силу
(14.33) 11 непрерывности h(y) последовательности {xf, ksg kgts}
(s = 0, 1, ...) выколят из б-окрестности х’. Обозначим через т8 момен-
ты первого такого выхода: т8< t8. Для всех k6 [k3, ms] выполнено

023—!

(14.36); поэтому при достаточно больших s 11MeeT место E pf > 0 > 0.
11:13

Таким образом, к последовательностям {x§, ks <k<msi примени-
ма лемма 14.1. Однако минимизирующее свойство 2) эт'ой леммы про-
тиворечит построению (14.33). Лемма доказана.

Для фактического подбора параметров метода применяется следую-
щий прием.

Пусть известны оценки:

R0 > SUP 92’ V0 > SUP 82’ A0 > SUP II 13’; ll.
№0 №0 »о

справедливые для всех последовательностей, порОЖДаемых методом
Запустим метод из точки х° до тех пор, пока h(xk)<d. Если в неко-
торый момент 17, окажется h(xTx)>d, то вернемся в начальную точ-
ку, выберем {р)}, {е}‹ }, {Af} с меньшими оценками:

R£ > .2313 p1,. V1 > :ng 31. A1 >315) ll 11’: ll

11 опять запустим метод из точки х° с новыми параметрами. Если в
некоторый момент 112 h(x'a)> d, то снова вернемся в начальную точ-
ку, выберем {92}, {3g}, {Ag} с еще меньшими оценками:

R>s 2. V 2, А N2/131’pk „>13? a>iggll 2H

11 опять запустим метод из точки х° с новыми параметрами 11 т. д.
Если 11111 R, = 11m V3 = lim A8 = 0, то B силу леммы 14.3 метод

8-›оо 8-›оо 8-›оо

после конечного числа рестартов не будет выходить из ограниченной
области {x | h (x) g d}.

T e о р е м а 14.2. Пусть в задаче (14.1), (14.2) функции f(x) и
h (x) обобщенно дифференцируемы, причем h (x) —› + оо при || х|| —›
—› 00, и множеств Н"‘ = {h (x) | О Е О„ (x), h (x) >0} не содержит
интервалов. Пусть последоватльность {xk}, построенная согласно
(14.22) — (14.31), ограничена. В этом случае

либо все предельные точки {xk} не принадлежат допустимой
области D = {x l h (x) g 0}; они принадлежат связному подмножест-
ву множества

X; == {х|066„(х)‚ h(x)>0}

и существует предел 11mh (x‘) > 0;
h-boo

либо все предельные точки {xk} принадлежат допустимой облас-
ти D, тогда минимальные из них принадлежашмножеству Х* =

={xlOEG(x), h(x)<0} u отрезок [11_1_nf(xk),’1limf(xk)] вложен в
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яножество F“ == {f (x)|xEX"‘}. Если при этом Р`" не содержит ин-
тервалов, то все предельные точки {х’г} принадлежат связному под—
множеству множества X“ u существует предел 11m f (x‘).

k-hoo

Д о к a 3 a т е л в с т в o. По предположению теоремы последователь-
ность {xk} принадлежит некоторому компакту K. Минимальные по
значению h предельные точки {х*} принадлежат X; U D, 1160 в противном

случае ввиду свойства 2) леммы 14.2 они не могут быть минимальными.

Обозначим h = ШР: (х*)‚ h = Zi—Ifih (xk), H; == Н° U {h E Е1 | h g О}.
іг-то "’°°

Покажем, что [h h) C Н:… Предположим противное. Ранее уже до-
казано, что h E H‘_. Поэтому существует 0 такое, что h<c<_h 11

06H; Выберем d так, что h<c < d<h. Последовательность
{h (х*)} бесконечное число раз пересекает отрезок [с, d] от с к d; по-
этому существуют инцексы k, 11 t, TaKHe, что 11m xk‘ == х’ и

'ФФ

h №) < с < h (xk) < d < h (11"), k e (11,, г,). (14.88)

Ввиду (14.80) имеет место h(x’) — limh(xk‘) == lim h(xk‘+l)=- с; поэто-

му x’eX;UD. Возьмем 8’ такое, ;;: 5-H”

max{h(y)IIIy—x'n<a'1<d.
Тогда для в g 8’ минимизирующее свойство 2) леммы 14.2 противоре-
чит построению (14.88). Полученное противоречие доказывает, что

[h.h) с: Н:... Так как Н:. замкнуто, то [h, h] СНГ....
_ Если Н* не содержит интервалов, To—113 доказанного следует, что
либо существует предел Ьіш h(xk) > 0 и тогда все предельные точки

+00

{xk} He принадлежат D, либо h zl—ifih(xk)<0 и теща все предель—
k—roo

ные точки {xk} принадлежат D. B первом случае все предельные точ—
ки {xk} принадлежат Хд, ибо в противном случае из свойства 2) лем-

мы 14.2 следует раСХОдИМОСТЬ {h (xk)}.
Пусть все предельные точки {xk} принадлежат D. Теперь будем

считать, что миншиизируется функция f(x) Ha D. MHHPIMflJIbeIe по
значению f(x) предельные точки {х*} принадлежат Х*, ибо в против-
ном случае из свойства 3) леммы 14.2 следует невозможное — сущест-
вование еще меньших предельных точек {х*}. Так же, как это сделано
для {h (xk)}1 Можно доказать, что полуинтервал [limf(xk).11_111f(xk))

Щ іг—нзо

вложен в Р". В силу ограниченности D 11 замкнутости G множество

F* замкнуто; поэтому [11mf(xk), Ті—пЁПх’Э] : Р".
П k-+oo

Если F* не содержит интервалов, то из доказанного следует, что
существует lim f(x"). Тогда все предельные точки {х*} принадлежат

k—voo

Х*, ибо в противном случае получаем противоречие — из свойства 3)
леммы 14.2 следует расхоцимость {f (xk)}.
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В силу ограниченности последовательности {xk} и условий (14.25)—
(14.30) справедливо lim ||xk+1—xk|| = 0. Тогда, согласно лемме 8.3,

Ё—нзо

множество предельных точек последовательности {xk} связно, т. е.
{xk} схолится к связному подмножеству множества Х*. Теорема ДО-
казана.

3. Регулировка параметров в мет0де усредненных градиентов.
Соотношения (14.25) —(14.З1) представляют собой общие условия схо-
димости метода усредненных градиентов. Конкретизации подлежат
величины pk, ед, rh, ж,… Величины яд, определяют способ усреднения
предьтдущих градиентов, rk 11 ед определяют число учитываемых (3a-
поминаемых) предыдущих градиентов, рд определяют величину ша-
га вдоль выбранного среднего направления. Все эти параметры долж-
ны удовлетворять общим условиям (14.25) — (14.31).

Рассмотрим некоторые регулировки шага рд.
Заметим, что если рд удовлетворяют условиям (14.30), (14.31), то

р; = Mkpk(l/N<Mk< N<oo) также удовлетворяет (14.30), (14.31),

T. e. B направлении Р* можно делать одномерную минимизацию, ес-
ли, например, минимизируемая функция убывает.

Р е г у л и р о B K a 111 a г a R1. Простейшей является програм-
мная регулировка шага, при которой заранее задается последова-
тельность {рд} такая, что

co

p.>0. 11mph =0. 2p1= оо.
-›оо №0

Ре гулир овка шага R2. Рассмотрим адаптивную (ступенчатую)
регулировку шага, B которой признаком уменьшения величины рд явля-

ется малость расстоянияр (0, {ф, 3’°+'‚ ‚ g‘k}) от нуля до выпуклой
оболочки накопленных обобщенных градиентов. Пусть числовые по-
следовательности {Mk}, {uh}, {ед} таковы, что и >О, Mh>0, 91>0;

oo

llmM slime ::=-0, su u <, и = .
k-voo h k-voo h k£0 k Ю 30 k оо

Пусть в дополнение к условиям (14.25)—(14.31) Вт rk == оо. В этой

регулировке шаг— pk = Mtkuh, a индексы th 11 sh изменяются так:

s0 = to = 0;

если р(0‚ со {3*‚ gk—l, ,gsk})> Вы, то 3k+1 =- sh, :… == th;

если p(O, со {gk,gk—I, ,g’k}) (Ow то sk+1 == k, 111,21, + 1.
Докажем сходимость метоца усредненных градиентов с регулиров-

кой шага R2. Для этого достаточно проверить условия (14.30), (14.31).
Условия (14.25) —(14.29) предполагаются выполненными.

Предположим, что xk —›х‚ 0 & О(х). Последовательности {tk} 11,
следовательно, {$1} 113 могут стремиться к бесконечности, ибо в таком
случае при достаточно больших h получается противоречие:

%- p (0. G (x)) S р (0› со {g‘k+‘. g‘*+“‘» 13"?) < дц. —› 0-
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Итак, для достаточно больших k>s tk =t и 8,, = s; поэтому

оо S—l оо

2 911:2 ph+Mt2uk=°°°
k=0 k=0 k=s

Условие (14.81) проверено. Фактически оно означает невозможность
x"—->x, 06006).

Проверим теперь условие (14.30). Для простоты будем считать

Ak 20. ПредположиМ‚ что {xk} принадлежит некоторому компакту К.
Покажем, что tk—>oo, откуда будет следовать, что lim pk = 0. Пред-

іг—юо

положим противное: lim 1,1 = t< со и, следовательно, lim 5,, = s< оо.
_рш Ё—Уш

Toma для №25 th =t 11 sh = s; поэтому

9 (0› со {14". g“. ‚9% > 91 и {1"}C K-

Так как rh —› 00, то для достаточно больших k} k’ rh,>,s. Toma
получаем

k—l k—l

|| xk _w H = ” 2 prp’ “ > ›„К9‚м3 2 u, —› оо,
r=k’ r=k’

что противоречит ограниченности {xk}. Условие (14.80) проверено.
СХОДИМОСТЬ метода усредненных градиентов с регулировкой шага R2
доказана.

k
Если Pk = 2 …„ё', где

7:7];

It

2111311 №20, g’=g'/(Ilg'll+e). е>0‚
r=rk

то в регулировке R2 вместо g' можно использовать g'.
Для управления шагом Pk можно применять близкую к R2 pe-

гулировку из [90], особенность которой в том, что расстояние

р(0‚со {g’h gk—l, , gsk}), во-первых‚ не вычисляется точно, a, во-вто-
рых, его приближенное значение от итерации к итерации лишь под-
правляется.

Регулировка шага R3. B основе этой регулировки лежит
oo

следующее соображение. Пусть вначале pk=const, тогда 2 pk = +00,
k=0

Если траектория метода попадает B OerCTHOCTb решения, то расстояние
|| xk — x5 || от точки отсчета x‘ до текущей точки xk начнет колебать-

k—l
ся вокруг некоторого значения; поэтому lek—x‘ ll /2 р‚—› 0. Это

r=-s

обстоятельство служит признаком достижения окрестности решения и
сигнализирует о необходимости уменьшения шага.
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Пусть {Мh}, {бд}, {uh} — числовые последовательности такие, что
Мд>0‚ 6h> 0, uh} 0.

lith=lim0h==O, ilipouk<°o’ Euh==°°~
k—voo k-voo

k=0

B этой регулшровке шаг—рд = Mtkuk, a индексы !„ 11 sh с ростом k
меняются следующим образом:

to = s
0:14

если “ xk—xskll 2 91? 911’ то $,?+1 = sh, tk+1 = tk:
r=5k
1-1

если || xk— xsk HI 2 Рг<9№ то зд+1 = k. tk+1 == t), + 1.

r=sk

P е г у л 11 p о вк а ш а г a R4. Численные эксперименты показывают,
что регулшровку шага R3 можно заметно улучшить, если в ней вместо

#—1
отношения |lxk—xku/ 2 p, использовать величину

r=sk

1—1
R=min(xk—xt / ).h sk<t<k “ ” ЕР)-

При этом необходимо помнить точки траектории xsk, xsk‘H, ,xk.
P e г у л и р о в к а ш a г a R5. Чтобы не запоминать траекторию

в регулировке R4, можно, не теряя эффективности, вместо Rh исполь-
зовать величину

k—I

T1. = min (н х*—х’* 1/2 р… пх*— „…„ / 2 p.)
r=km1n!=”:

где индексы km“, таковы, что

h(th‘“)-= min h(x'),
Bk€r<k

если min h(x')>0, и
8k$r<k

f (16%”) == тіп f (Ж),
{riskSr<k.h(x')S0}

если тіп h(x') g О
sk<r<k

Для доказательства сходимости метода усредненных градиентов
с регулировками шага R3 — R5 достаточно проверить условия (14.30),
(14. 31). Проверим их для регулировки R4.

Предположим, что 1іптх" = х, 0&0(х). Очевидно, в этом случае
k—voo
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{xk} принадлежит некоторому компакту К. Для простоты считаем

Ak =- O. Обозначим последовательность

{kl}l>0 = {k I Rh < 6‘11} = {k | Sk+1 = k}.

Индексы th не могут стремиться к —I— 00, 1160 B таком случае sh —› оо
11 получается противоречие: с одной стороны,

kl—l

R — min kal—xkll <9 —›0 1—›ооht _ 2 pk ед, 1 ›
r=l:111—19K]?!

a с другой стороны, при достаточно больших k,

1
Rh] > '7 A7(1)“), G (x)) > 0°

Итак, для [(с)/ё все tk = t<oo, поэтому

k’—l co
Epk=zpk+A4tE “h=+°°-
k=0 ::=—0 k=k’

Условие (14.31) проверено. По существу, оно означает невозможность
xk—>x, 0€G(x).

Проверим условие (14. 30). Пусть {xk} ограничена. Покажем, что
limtk—_ оо; отсюда будет следовать, что 11mph: 0. Предположим
іг—юо іг—юо

противное: 11m th = t<oo. Отсюда следует, что и lim sk =s<oo.
k-roo k-‘FOO

Тогда для k} s 11MeeT место

іс—1 іг—1

nxk—xsn2et 2 р‚=6‚м‚ 2 и‚—› co.
Г=8 t=s

что противоречит ограниченности {xk}. Условие (14. 30) проверено.
Рассмотрим некоторые способы усреднения" градиентов, т. е. рас-

сіиотрігм регулировки усредняющих множителей жд, B методе (14.22) —
( 42

Усреднение предыдущих градиентов применяется для того, чтобы
придать алгоритму противоовражные свойства. Если алгоритм начи-
нает болтаться поперек оврага минимизируемой функции, то соответ-
ствующее среднее из предътдущих градиентов может указывать прием-
лемое направление вдоль оврага.

Процедура усреднения Р1. В качестве направления Pk B
методе (14.22)—(14.24) можно брать ближайший к началу координат

вектор из выпуклой оболочки предьтдущих градиентов {g'K ,gk}.

Такое Pk является направлением наискорейшего спуска в точке x для
аппроксимирующей функции

f(x)= f(xk)+ max M(g' x—x")
rk\r$
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В этом случае построение направлений Р’с сводится к решению после-
довательности связанных задач квадратичного программирования
специального вида. Для решения этих задач можно применять алго-
ритмы из [33, 170, 186].
Процедура усреднения P2.HanpaBJIe1111ePk вмет0де

(14.22) — (14.24) можно вычислять рекуррентно:

P0=g0’ Pk=(l—ak)Pk_l-I-ahgk, ogak<l1

11p11qu перИОДически необХОДимо производить так называемое восста-
новление, т. е. полагать 0‘1 = l. Обозначим через rk ближайший мо-
мент восстановления, т. е. r), = max {rIr g k, a, = l}. Тогда р* =

k—l

= 2 Мите.” Где

r=rk

k

A'hrk : П (l _ as)! Avhh = ah:

S=fk

k k

Mu: ат П (1 —as); 2 жёг: 1°
s=r+l r=rk

Здесь 01,, можно выбирать, например, из условия

011. = „902321 || (1 —a) P"—1 + 01g" H.

11p11 этом 01h легко вычисляется аналитически.
Процедура уср еднения P3. Можно применять сред-

неарифметическое усреднение предыдущих градиентов:

k

”=1t713125-
r=fk

ECJI11 функция г„ монотонно возрастает, то

__ _ 1 _1 1 и
[)#—(1 k—fk+l)Pk +k—fk-I-lg.

B процедурах P1 — P3 можно использовать нормированные обоб-

щенные градиенты g’, особенно это полезно в процедуре P3.
Ключевой проблемой B методе усредненных градиентов являет-

ся регулировка величин rk 11 ед, определяющих число учитываемых
(усредняемых, запоминаемых) предыдущих градиентов. Из числен-
ных экспериментов следует, что число k —r,, + 1 усредняемых гра-
диентов необходимо увеличивать с ростом k; B To же время они долж-
ны браться из все меньших и меньших окрестностей точек x”.
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Например, для регулировок шага R2—R4 и усреднения РЗ число
f1. можно регулировать следующим образом:

k
rk+1 = ги, если 2 prthk;

r=fk

ь
’1+1= k, если Z Pr>M,k.

f=fk

Приэтом можно полагать, например, uh = (k—rk+l)”2.
4. Метод тяжелого шарика. Специальным случаем метода усреднен-

ных градиентов является известный меТОД тяжелого шарика [100].
Если минимизируется гладкая функция f (x), то последний имеет вид

хо 6 En: ’51 = x0 '— О‘о V “’50):

х*+‘ = х“ _ a, V ,она—рд (xk— х“), k} 1, (14.39)

где V f(x) — градиент функции f B точке x, ос„ ‚>, 0, 51.2 О—шаговые
множители. Введение инерционного члена 6h(xk—xk_l) B итерацион-
ный процесс приводит к ускорению сходимости, траектория движения
становится плавной и проходит по дну оврага минимизируемой функ-
ции. Ha гладких овражных функциях процесс (14.39) обладает 3a-
метным преимуществом перед градиентным меТОДом [100].

Метод тяжелого шарика можно использовать для глобальной ми-
нимизации функций, поскольку за счет инерционного члена он может
проскакивать локальные минимумы.

Распространим этот метод на задачи минимизации (невыпуклых
негладких) обобщенно дифференцируемых функций при ограниче-
ниях.

Пусть решается задача (14.1), (14.2). На задачи с более общими ог-
раничениями меТОД распространяется точно так же, как это сделано
для метода обобщенного градиента B § 10.

Пусть

x0 e Е… :!“ = xk — „р*, p, > 0, (14.40)

P0 = 14°. Pk = (1 —- тд) Р'”1 + 111g". (14.41)

ngG(xk), ogyhgl, k=0,1,..., (14.42)

где xk— текущее приближение, P'2 — направление движения, рд—ша-
говый множитель, Y1 —napaMeTp усреднения; отображение G (x) опре-
делено в (14.3). Выполнены условия

. °° _ р
1 = O, = , l _"- = 0. 14.43.1191 291 +°° .32 1,. < >
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Метол (14.40)—(14.42) можно привести K виду (14.39):

‚(+1 = xk—phvhgk—pk(1—11)P"“‘ =x

р _
= xk — phvhgk+ Ё (1 — 11) (xk — xk I)-

Из соотношения (14.41) следует

k

V=ZM$ M>Q 2№=В
r=0 r=0

Где
k k

= П(1—т‚-)‚ нё= 11; 11:11 П (1—11).
i=1 i=r+l

0 < г < k.

Представим (О g rh g k)

rk—l

”=2 № = Z u,g'+ 211,3"
r=0 г=г;с r=0

Обозначим
k

=2 Hrkrgf/zuf1 611 = Pk 2 1‘45: (14.44)
f=rk "-—‘-rk r=rk

rk—l k

=2 №121», (14.45)
r=0 ’=’/е

Перепишем метод (14.40) в следующем виде:

xk'H =xk—pk P"=x’*—(3,(6k +5“). (14.46)

Процесс (14.46) по форме является ОДНИМ из методов усреднен-
ных градиентов. Ограниченность последовательностей (14.40), (14.46)
можно обеспечить так же, как это делалось для мет0да обобщенного
градиента в § 9, 10 11 для метода усредненных градиентов, т. е. либо
8a счет выбора достаточно малых шагов рд, либо используя механизм
возврата в начальную точку. П0дберем индексы rh B (14.44),
(14.45) TaK, чтобы выполнялись условия (14.25) — (14.31) схоцимости
метода усредненных градиентов.

Лемма 14.4. При условиях (14.43) существуют индексы гд<іг
такие, что lim rk= + со и одновременно

k-voo

k к
lim 2 p, = 0, klim 2 уд = + оо. (14.47)
Ё-ндо

r=rk r=rk
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Д о K a 3 a T e л ь с т B 0. Сначала построим последовательность ин-
дексов {гk} такую, что

k

ggk, lim fizz +oo, lim Ход: +oo.
k—mo k—voo ‚

r=rk

Это Можно сделать, например, следующим образом.
Положим р = sup р„ с() = 0, r6 = О, k: О

г>0

Пусть уже вычислены ей и ’13 вычислим ck+1 11 ’1+1.

Если 2 p, <ck, то положим ck+1 = сд,
r=r'iz

=ch+291rrok+l=r;z+l

Ясно, что limrh-— —I~ оо, limcock = + 00 и
k-roo

rk+l=r’1111at1e ch“:-

11
2 р,}сд—р—›+оо при іг—›+оо.
raw;z

Обозначим бд = sup р‚/у‚—› O, із» + 00. Теперь найдем индексы
r>rk

rk 113 условия

 

1<тм 1.) < 1.
ЁЁ V6]; ;& f=§——1 r

к k
Здесь Е y,< X у,; поэтому rh>r"h.

"="k г=гk
При достаточно больших k

k

2: 11> 2 Pr—> +00, k» +00;
Г=Гk

поэтому

k
2 Yr>min<—7B:1,_Z,kvr)_v'k—l+ + 00, k—>- 00.

f=fk

B то же BpeM11 имеем

ЕРт-{г’ Sup іЁ‘уг<<1/8;—›0› k'++°°-

r=rk rkgrSk Yr r=rk

Лемма доказана.
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Теперь для процесса (14.46) проверим условия (14.25) —-—(14.81)
сходимости мет0да усредненных градиентов

Заметим, что

k—l

£11k: Ear П (1—71)+‘Yk=1—n(1—'Y1)
r=rk r=rk i=r+ l 1=rk

rk—l k

2 @= П (1 —Yi).
r=0 i=rk

k k k

П (1 _?і) = ехр {2 111(1— Y1)}<EXP{— 2 Y1} -
i=r1; i=rk i=rk

При условиях (14.48), (14.47) и ограниченности {xk} 11MeeT место

1іт°°<рд<limоор„—_ О,

oo

ЁОРА >209н+ 52 Рь=+°°3

    

k=k'+l

.3112. "x-x” =13. Ё p, Z №
&(зир llg ll) 2 11.—>0 k—wo;

r=rk

_ fk—l rk—l

IIAkIIS (02qu “3' “)2 11,(1— Z 11,):
r=0

=(зи<р 141111<1—11/(1—n11—1>)—>o k->oo
0"`rk i=rk i=rk

Таким образом, в предположении ограниченности последователь-
ности {xk} 11p11 условиях (14.43) выполнены все условия (14.27) —
(14.31) сходимости метода (14.46) и, следовательно, метола (14.40) —
(14.42). Поэтому для мет0да тяжелого шарика справедливы утвержде-
ния теоремы 14.2. Сх0димость процесса (14.46) следует также из схо-
димости метода (14.4) — (14.7).

TaK же, как и для мет0да усредненных градиентов, B процедуре
(14. 40) —(14.42) можно использовать нормированные обобщенные
градиенты (см. замечание 14. 2).

Опишем механизм возврата B начальную точку, гарантирующий
ограниченность метода тяжелого шарика.

Пусть последовательности {P1111201 {yk}k>0 удовлетворяют условиям

(14.42), (14.43). Запустим метод тяжелого шарика из точки xo с napa-
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метрами {013190. {уда}… Если в некоторый момент т, случится
h (x“) > d, то вернемся в начальную точку и переобозначим х" = х°.
Опять запустим метод из точки x"1 = х“ от момента 1:1 с параметра-
ми {р„}‚е>ті‚ {…‚И. Если в некоторый Момент тя окажется, что

h (21") > d, T0 вернемся в точку х“ и переобозначим x" = x0. Снова
запустим метод из точки )112 = x° от момента 112 с параметрами
{91.}12... {жди,- И TaK далее-

Обозначим {7;} = {1‚ v1, ‚унд, Lyn“, ‚“__“ 1, у…… ...}.

Очевидно, последовательности {рд}, {у;} удовлетворяют условию

(14.43); поэтому существуют индексы rh—> + оо, удовлетворяющие
(14.47) (Где вместо 7k стоят у;).

*: т+1 *: —1
Формально можно считать, что точки {x 3.x s ‚… ‚х 5+1 } гене-

рируются метоцом усредненных градиентов вида (14.44) — (14.46), B
котором фактически учитываются только градиенты g’ c r} 1:_„ так
как YB = 1. Очевидно, что R3 = $313) fih—r 0, As=ksutp || Eh ||—›О‚ ес-

ли т‚—› 00. s / s
Обозначим Г = sup { || g || | gEG (у), h(y) g d}. Определим индексы

{г;} такие, что r; = ги, если max {tslrrsgk}<rk, 11 ré= max {1:8|rh<

gragk}—B противном случае. Пусть 8,; = ‚шах lek—x’ ||.
rkgrgk

-1. Для усредненныхй градиентов да в данном случае имеет место
Q Eco {G(y)|l|y—x llgek}. Справедлива оценка

r'<r<k
&` ` г=г

k k
в;: max ka—x'llgI‘XI 1),ng р‚—›О, /г—+оо.

k
f=fk

Следовательно, V8 = sup e;—>O, если т‚—+ оо.
11215

Поэтому B силу леммы 14.3 метод тяжелого шарика лишь конеч-
ное число раз выходит из ограниченной области {х | h (x) <11}.

5. Метод овражного шага. Оказывается, специальным случаем
рассмотренного выше метода усредненных градиентов является так-
же нзвестный метод овражного шага. Он был предложен в [14], затем
значительно обобщен 11 исследован B [74, 76]. B гладком выпуклом
случае метод обладает высокой скоростью сходимости (порядка
0 ([а—2), где k — число итераций) 11 является оптимальным для задач
этого класса.

Метод овражного шага может быть использован для глобальной
минимизации функций. Он проходит по оврагам минимизируемой
функции 11 обладает определенной инерцией (см. (14.51)), что позволя-
ет проскакивать локальные минимумы. Поэтому с его помощью, ре-
гулируя шаговые множители, можно грубо просмотреть овраги фун-
кции на предмет обнаружения областей локальных минимумов.
Затем из найденных перспективных точек можно сделать локальные
спуски.
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Мы распространим этот метод на задачи минимизации (невыпуклых
негладких) обобщенно дифференцируемых функций при ограничени-
ях. Запишем меТОД овражного шага для решения задачи (14.1), (14.2).
На задачи с более общими ограничениями он распространяется точно
так же, как это сделано для метода обобщенного градиента B §10.

Метод вырабатывает две последовательности {xk} 11 {yk} согласно
следующим правилам:

x0 = y° = ЁЕЕт (14.48)

11”“ = xk— p.g’fi g" ево?» (14.49)
11"“ = yk+l +1.. (yk+l — ф), k = о, 1, (14.50)

I:
Здесь из точки х делается шаг градиентного спуска с шаговым Мно-

жителем рд, а ВДОЛЬ направления yk+l — у,? делается овражный шаг o
шаговым множителем 711.20. Множества G(x) определены в (14.3).
Можно использовать нормированные обобщенные градиенты.

Заметим, что в МеТОде (14.48)—(14.50) в точках yk градиенты
функций задачи не вычисляются; поэтому представим метод в форме,

не содержащей вспомогательных точек yk. Исключив yk и y"+1 113
(14.50) с помощью (14.49), получим

x0 ЕЕ?" x1 = x0_ (1 + 7‘0) Pogov

х… = х“ — (1 + 71.) phgk + 1.9.46“ + 1.1.." -— x“). (14.51)

в“ 6606"), gk‘l Евы“), k = о, 1,

В правой части формулы (14.51) имеется инерционный член
_ k

?… (xk —xk 1), что позволяет последовательности {х }, порожденной
меТОДОМ‚ проскакивать локальные экстремумы.

Из этих соотношений следует

k
xk+l = xk _ phgk _ 2 Ж,?»ьн №918"!

r=0

xk+l — x8 = — (1 + М + Ж8№+1 + ... + K8M+1 ... Ah) рве; _

_ (l + Ж$+1+ Ж$+1Ж3+2 + ... + 71.5.1.1... Ak)ps+1gs+l _ ...

_ (1 + №) Phgk +013 + 3.531544 + + МММ жд) (xs— х$"1)+

+ 0's + 71311-11 + 9.391.544 ?…) p.?lgS-J‘

Введем обозначения:

7111: МММ 7v}.

бар : ЖР + ЖрЖр-Ъ} + ...+7\.p7\.p+1... Ag.
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В этих обозначениях имеем

k

хм” = х“ — №“— Z Akrprg’.
r=0

k+l
k

x _ x8 = _ E (l + Онг) prgr + oks (x8 _ xS—l) + 0Ь3р5_188вт-

r=s

Сначала рассмотрим метод овражного шага с так называемым Boc-
становлением. Будем полагать B некоторые моменты (восстановления)
% овражный шаг hhs paBHbIM нулю. Для удобства положим k0 = O.
огда

k

Хён = xk _ Pkgk _ E Khrprgr = xk _Бдріи ks < k < ks+11 (14-52)

k k

5.. = Ри + 2 11.9.. 7” = (pkgk + }] мтрте’УБн-
r=ks ‚.:—#5

При k = ks x]eerl = xks —pk3gks, P113 = pks, Ріг$ = gks. Теперь ясно,
что этот метод принадлежит классу меТОДОВ усредненных градиентов
(при соответствующем выборе параметров). Ограниченность метода
можно обеспечить так же, как это сделано для метода усредненных
градиентов (14.23): возвращать процесс B начальную точку, если он
забирается слишком высоко по функции h (x), 11 B этот момент произ-
ВОДИТЬ восстановление.

Пусть шаги pk удовлетворяют условиям (14.30), (14.31). Обозна-
чим rk = max {kslksg k}. Предположим, что выполнены условия

S/

k
max ohT<C<+oo, lim 2 pr: 0, (14.53)

T€[rk.k] k-roo
r=r,z

что имеет место, например, когда ?… < ), < + со и k — ги g const.
Так как ?…, <0," g С при r E [rh, k], то

k k k

2 Akrprgz (‚,ни-$62 {),—>О, [&&->00.

r=r}; r=rk r=rk

Отсюца с учетом (14.53) получаем

k k

.11?! (p. + 2 А…») = ‚33530 Z (1+0..)p.= 0.
r=r]; r=rk

11 таким образом выполнены все условия сходимости (14.25) — (14.31)
метода усредненных градиентов (14.52).
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Рассмотрим метод овражного шага (14.48) — (14.50) без восста-
новления. В преобразованной форме он имеет ВИД

х*+‘ = х“ — <1 + ы риз“ + ж„р„_,е*" + 1.. (xk —- х“) =
k

= х“ — pug" — 2 моё-
r=0

Для простоты рассмотрим программные регулировки параметров.
Пусть

0$)… <Ж<1‚ ph20' £1111 pk=09 20h: +00. (14.54)

Отметим, что для выпуклого гладкого случая в [74] найдены опти-
мальные множители ?…; они обладают свойствами “<1 11 lim 1,.—:1.

k-roo

Представим
rk—l

2 ?Vhrprgr = Ё ›Чпргз' + жёг); Z A(fk—lyprg'

f=0 r=r}. r=0

Предположим, что существуют индексы г„ < k такие, что
lim ‚и = + СЮ,

k-roo
k [2

lim 2 р, = 0, lim “ ›…”°_’р‚= + 00. (14.55)
k-voo r=rk k-voo Г:“;

Покажем, что это предположение выполнено, если, например,
р„ = c/k“, O<a< l. Имеет место

k
c k+1—rk

l—a k0! .
 Eр‚< ———[(k + 1)“°‘ —r}.—°‘]<

f=fk

Для монотонно убывающих {pk} с использованием суммирования по
частям получаем (q = 1/7\.k> l)

_—r — 1 k-l-l—r

:Wp =Ёа' "29.2 (q *от—р…)-q—l
 

f=fk r=rk

k

Выберем г„ так, чтобы rk—+ + со и Z р, убывала достаточно мед-
. r=rk

ленно при k—+ оо, например возьмем rk ~k + 1 —kB, O<6<a< l.
Тогда условия (14.55) заведомо выполнены.

 

Обозначим k
k _ r _

p. = 91. + 2 №9… Q" = (№“ + Z №№ )lph.
r=rk rk—l ft=fk

_ hr p

Ah = 5: ‚;(, Mrk—mprg -
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Представим _ _

х… = x" — р„ (о“ + А’“). (14.56)

Ясно, что этот метод попадает в схему метода усредненных гради-
ентов 11 также метода (14.4), (14.5). HpOBep11M условия сходимости
(14.28) —(14.33). B силу (14.54), (14.55) для ограниченных последо-
вательностей {xk} имеют место соотношения:

     

£13091.<lim00(1):. + ;:Ц—— 0. (14-57)

ЁPk> Ё Ph-— + 00 (14.58)
11:0 12:0

rk—l

” Z Атт… ’ <——1_ksup р, sup ”д’ ||, (14.59)
r=0

Em А = 0, flirn ||x——x’ ‘11: 0, (14.60)

max lek—x’llg
rk<r$k

k r ”—I _I

< Z (l + 0hr) 9;- H g H + 0km П x": _ xrk H + “’Щрпа—і "g'k ” <
r=rk

1 r r—l

<—SUPllgllZ 0.1—:Allxk—xk Н+
f=rk

+l_—-xp,k‘_1"grk—|‚|_>о Ё=›оо. (14.61)

Таким образом, для меТОДа (14.56) B предположении ограничен-
ности {xk} выполнены все условия (14.7) 11 (14.25) — (14.31); поэтому
для меТОДа овражного шага справедливы утверждения теорем 14.1
11 14.2. To же имеет место, если B мет0де овражного шага (14.48) ——
(14.50) использовать нормированные обобщенные градиенты.

Опишем детальнее механизм возврата B начальную точку, гаран-
тирующий ограниченность метода овражного шага.

Пусть последовательности {ph}k>o, {№3100 удовлетворяют условиям
(14. 54). 3a11yc111M метод овражного шага из точки х° до тех пор, пока

h(xk)< d.Ec1111 B некоторый момент будет h(x)> d, 10 вернемся в

начальную точку 11 переобозначим x“ = x°. Опять запустим метод из

точки x“ =x° 01 момента т] с параметрами {1%}ka {71).}er Если B
некоторый момент 12 окажется h (хт') >d, то вернемся B начальную
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точку и переобозначим x' = x0. Снова запустим метод из точки х’
= x0 01 момента 112 с параметрами {pk}k>t.,{}vk}k>1;.. И так далее.

ОбОЗНдЧИМ {Mg} = {О, 71.1, .. 191111—11 O, 3.11.1.1, .. ,Nc._1, 0, …}

011631111110, последовательности {ph}k>0. {М}д>о удовлетворяют ус-

ловиям (14. 54), (14. 55), где вместо 7111 стоят №; индексы г„ _» + 00.
"cs 15+l 18+1—l

Формально можно считать, что точки {x ,x .... ,x }генери—
руются методом усредненных градиентов вида (14.56), B котором фак-

тически учитываются только градиенты g’ с r} 1:3, так как Ms = O.

Очевидно, R8 = sup 6.90, если 1:3 —+ оо. В силу (14.60) As =
215

== зцр l|Ak||—+O, если т8—› оо.
k>1:1:3
Обозначим Г= sup {llglll gEG(y), h(y)< d}.O11p611e1111M индексы

{rk} 1a1111e, 1110 rk—— г,… если max{1:s|1:s<k} <rk, 11 rk= max {1:slrh<g

<1, <k}—B противном случае. Пусть ek—— max llxk — x' \\. Для ус-
rk<r<k

редненных I‘paflHEHTOBQk B данном случае имеет место Q,z Eco {0 (y) | || у—

—xk ||<ek}. 011631111110, выполнены соотношения (14. 57)-—(14. 60), a
также следующие оценки, аналогичные (14. 61):

если rk = 1:8, 10

111—1.,— k Г k
8к< X (1+0hr)Pngr<” ~1291<TZK2 Pr—*0;

Гп=178 r=ts f=fk

если r). > 1:3, 10

’k—1 —1
3k< ТГЁ рт ‘1‘ Okrk П x'k "— x ” + okrkprk—l ” grk H + 0-

f=fk

Кроме того, для k > 1: имеет место

1| xk —xk_l”<Pk(”QkH+|1Ak|l)<(r + 51113” ЁЁ 11) 31113611-
120 12215

Отсюда следует, что V8 = Ёвр &:&—+ О, если 1:3—› + 00. Поэтому B
/1:S

силу леммы 14. 3 МеТОД овражного шага лишь конечное число раз
выходит из ограниченной области {xlh (x)\< d}.

B заключение параграфа заметим, что при построении МеТОДОВ
усредненных градиентов мы опирались на устойчивость (лемма 14.1
и теорема 14.1) исходного метода обобщенного градиента. Аналогич-
но, имея какой-либо устойчивый в том же смысле базовый M61011 B11-
да xk+l E xk —th (xk), Где G (x) уже не градиентное отображение,
можно строить МЕТОДЫ усредненных направлений и аналоги мето—
дов тяжелого шарика и овражного шага.
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ГЛАВА 5

РЕШЕНИЕ ЭКС’ПРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧ

С ЛИПШИЦЕВЫ‘МИ ФУНКЦИЯМИ ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ

В этой главе изучаются более сложные, чем B гл. 2, задачи миними-
заіши липшицевых функций с наличием ограничений. Для задач с
линейными ограничениями исследуются аналоги известных в нелиней-
ном программировании методов условного и приведенного градиен-
тов. Для задач с нелинейными ограничениями рассматривается обоб-
щенный вариант метода возможных направлений и методы штрафных
функций. Показано, что точные штрафы для липшицевых функций,
как и для выпуклых функций, обладают глобальным свойством.

§ 15. M61011 условного градиента

Метод условного градиента был вначале предложен для нахожде-
ния экстремума гладких функций при наличии ограничений. Наибо-
лее прямой ПОДХОД к решению задачи

і(х)—›тіп (15.1)

xED. (15.2)

где D —Bbmy11.110e ограниченное 11 замкнутое множество, заключается

B .1111Heap113a111111 функции f(x): для данной допустимой точки x" ED

находят решение E задачи, которая имеет те же ограничения (15.2),
a B качестве функции цели—линейную аппроксимацию функции f(x)

‘1:
B 101111e x. Затем полагают, что направление dk—= x —~—xk является
подходящим направлением для поиска минимума. Поэтому для опре-
деления направления движения dk pema101 задачу

(W (x), y) —› тіп (15.3)

.1160 (15.4)
B TOM случае, когда множество D образовано линейными ограни-

чениями, задача (15.3), (15.4) решается известными методами линей-
ного программирования.

Оказалось, что общую схему мет0да условного градиента можно
сохранить и при решении негладких экстремальных задач. Основное
отличие заключается в построении вспомогательной последователь-
ности таких векторов 2k, 1110

:*“ = 2" + a. (H (xk, a.) — г“), (15.5)
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11
1110 (1,.—11011010me неотрицательные множители, Н (х , och) определя-
ется по одной из формул:

 

27. Ё: ” "‘*' ›х? + 111.251-
_ібс’і', .xf— a... . 325)] e1. (15.6)

” "1a A __ „
2 106 + gel) Дх") ед,

(15.7)

i=1
1%

где xk — независимые случайные kBeJIHqHHbl, равномерно распределен-

ные B n-мерном кубе с центром xk 11 ребром 2061:-

HaHpaBJIeHHeZ2ь+1 представляет собой выпуклую комбинацию 2k 11

Be1110pa Н (xk, ah), 1110 делает его похожим на выбор спуска в методах
сопряженных градиентов. Подробнее со свойствами операции усред-
нения (15.5) можно ознакомиться B гл. 7.

Конечно-разностные меТОДы решения задачи (15.1), (15.2) 11p11
липшицевой функции f(x) определяются соотношениями

x"+1 =xk+ p.071— х”), 0<ph< 1, (15.8)

где 1?" — решение задачи

m1n(z", x), (15.9)

x ED. (15.10)

Если существует способ вычисления обобщенного градиента функции
f (x), 10 B формуле (15.5)

11108201.): g (ЗУ), (15.11)

где 1.1132") 6010?”).
Пусть область D определяется неравенствами

f1(x)<0. і=1,...,т,

и ;& (х) — выпуклые функции. Полагаем, что выполняется условие ре-
гулярности. Тогда множество Х* стационарных точек задачи (15.kl),

(15. 2) kaIpaSHM условием: x*EX*, если найдутся такие BeK10p51g(xk)E

€0f(xk), g (xk)Edf,-(xk), 1110

3(х*)=Ё7\‚‚-3і()д")‚ жі<оя
i=1

1,1,(x1)-=0. != 1, ‚т.
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Т е 0 р е м a 15. 1. Пусть выполнены условия

h
Epkrzoo, 2ak<oo, aa—->-O,

k=0 k=0 ЁЁ

 

0° 2 la —a |k k+l2%“. —р———›о‚ №0.
ak h

Ы

Тогда последовательность f (х,“) сходится с вероятностью 1 и пре-

дельные точки c вероятностью 1 принадлежат множеству Х*.
Д 0 K a 3 a 1 e л ь с 1 B 0. Следуя описанной B §4 технике доказа—

тельства, достаточно показать, что выполняются условия (4.12),
(4.13). Как это будет видно из дальнейшего, полезно рассмотреть
вспомогательную задачу

(g(y). x)-+min (15.12)
11p11 условиях

fi(x)<09 i=1! ... ‚тэ (15.13)

1;}1e g(y) 60f (y), a точка у удовлетворяет ограничениям (16.18). Пусть
y — решение этой задачи. Для любых x со свойством (15.13)

(11(1). 17—x><.o.

(g (y).Z—y><o(y> <0. (15.14)
Действительно, предположим, что (g (y), ; —у) == 0; иначе говоря,
у —решение задачи (15.12), (15.13). Согласно необходимым услови-
ям экстремума задачи (15.12), (15.13),

Если yeX“, то

g (y) = }] Мв‘ (y). 9»: < 0.
i=1

Ъііі(у)=0, i=1, ...‚т.

Но эти соотношения означают, что у E X“. Получили противоречие.
В действительности имеет место более общий факт:

max (11 (y). ё—у›<8‹у›<о. (15.15)
ЕМЕдКх)

Докажем это. Предположим, что существуют такие последовательнос-

ти {y‘} H {я‘ (у)} 60W). что

(g‘ (y). д‘ — y) —> 0’
где `Туз—решение задачи min(g‘(y), x), xED. Пусть для простоты
обозначений g‘ (y) —>g(y)€6f (у). Из неравенства (15.14) вытекает, что

‹ё‹у›‚ §—-y)<o<y)<o,
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Где ^ ^ ^

(g (y), y) = min (g(y), x)-
xED

Выбираем номер s столь большим, чтобы выполнялись неравенства

(g‘ (y), 17‘ —y)>0(y)/2.

11101—130) ll<|0(y)|/(80).
где || х || { С для всех x E D. Тогда из соотношения

(é1y)—g‘<y).y—y)+ (ё (y). Q—y><a(y)
следует, что 3

(g‘ (y). у - y) <+ 0 (y)-
TaKHM 06pa30M,

s ^ 3 s _?(g (y). y—y)<—4-o(y). (g cm —у›>°—,@.

Получилось противоречие, так как

<g‘ (y). y“) < <g‘1y1. 9).

Итак, выполняется неравенство (15.15). Отсюда следует, что для
точек у, принадлежащих достаточно малой окрестности точки y’E X*,
выполняется соотношение

тах{‹е‹у›‚“у—у›|в‹у›еді‹у›}<0^<о. (15.16)
Для сглаженных функций имеем

„хдд, ah) = Кха, 0‘11) + (VI= (xk + "5 (115”l — xk), ah), xk+l — усё):

= f(xk. a1.) + 9:. (Vi (хг + 1701’:+1 — x"). ah) — vi (xk. ah), 2" _ xk) +

+ pk (Vf(xk1 “и)» 75k _ xk) < f(xk1 ah) + СРЁ/ад +

+ P11 (VIc (Х*, ah)! J_Ck _— 16k).
откуда

rock“. ak+o<11xk. a.) + cpi/a. + с 1 a. —…… | +
+ 9.11710". ah). P—x"). (15.17)

Предположим, что существует подпоследовательность xs —› х’ Q X”

(868). Пусть условие (4.12) не выполняется, т. е. все точки xk (k>s)

содержатся B достаточно малой б-окрестности точки x5, не пересека-
ющейся с Х*. Из неравенства (15.16) следует, что

(g (x3). Зг — хз) <3< o.
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где ;? —решение задачи (15.12), (15.13). Для достаточно Малых 6
^ k ^

(g (x5), x8 — x )go/2.

Отметим теперь интересное свойство операции 2“ : если выполня-
ются условия теоремы, то с вероятностью 1

k k
(г —Vf(x1ah))—*01 k—>°°-

Доказательство этого факта приведено B 1.11. 7.
Согласно лемме 2.5, начиная с некоторого номера k, расстояние

от вектора vf(xk, ah) до множества д/’(х8) сколь угодно мало, если

точки xk принадлежат достаточно малой окрестности x8. Тогла B силу

того, что @@@—произвольный вектор из ді(х$)‚ для достаточно
больших k

(г“, 3f —— xk) <8/4.
Следовательно,

@х—ы<№‚

где }Ё—решение задачи (15.9), (15.10). Поэтому, начиная с некото-
рого номера k, имеем

(171015011). Ek— x")< дю, k2}.

Таким образом, B неравенстве(15. 17) мы оценили величину (vf (xk, ссд),

x — xk).0101011a следует, что

1(x"+‘<.ak+o№ a.)+——,—6“in" (15.18)
t=s!

l'IOCKOJIbe для достаточно больших k

Pk 10%” ak+l| |З!

С+ЪЧ+ р„ < 16 .

 

Перехоця B неравенстве (15.18) и пределу по іг—›оо, получим
противоречие с условием ограниченности f (x). Следовательно, выпол—
няется условие (4.12):

k(s)= min{r|||x'—xs||>6. r>s}<00.

Из соотношения
k(s)— l

xk“) = x5 + 2 р,. (ЕТ _ x7)

Г=$

вытекает, ЧТО
k(s)—l

29,-)
f==S

O
l
e
:
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Поэтому из неравенства (15.18) B 01111y равномерной сх0димости f (x,
a)—>f(x) вытекает условие (4.13):

"-—' k .
11mf(x (s))<11mf (x8).
s—voo S-FOO

Теорема доказана.

Следует отметить, что если вместо 3,: B соотношения (15.9) п0д-

ставить непосредственно Н (xk, 01,.) 111111 g (xk), 10 последовательность
{xk} может не сходиться к Х*.

M01011 (15.8) — (15.10) обладает более широкими возможностями
по сравнению с методом проектирования на допустимое множество.
Операция проектирования равносильна решению экстремальной за-
дачи с квадратичной функцией цели. В методе условного градиента
операция проектирования заменяется решением задачи с линейной
функцией цели; поэтому этот метод целесообразно применять в том
случае, когда трудно выполнить операцию проектирования. Его вы-
годно использовать также B задачах, ограничения которых имеют
блочную структуру, коща вспомогательная задача линейного про-
граммирования решается достаточно просто.

§ 16. Метод приведенного градиента

M01011 приведенного градиента был предложен Вулфом для реше—
ния задачи нелинейного программирования с линейными ограниче—
ниями

m1nf(x) (16.1)
11p11 условиях

Ах=Ь‚ x20, (16.2)

где А —матрица размера т Х п 11 ранга т, b —вектор из Em.
Метод основан на сокращении части базисных переменных с по-

мощью виебазисных независимых переменных, B p03y1151a10 чего по—
лучается новая, п иведенная задача, содержащая только виебазис-
н`ые переменные. {приведенной задаче, имеющей простейшие огра-
ничения, может применяться один из методов безусловной миними-
зации, причем очередное направление спуска выбирается так, чтобы
Новое приближение удовлетворяло условиям (16.2). Таким методом
чаще всего является метод сопряженных градиентов, или квазинью—
тоновский M01011. Схема приведенного градиента обобщает симплекс-
процедуру линейного программирования; B ней широко используют-
ся приемы работы с разреженными матрицами [71].

Покажем, как метод приведенного градиента можно распростра-
нить на задачу с липшицевой функцией f (x). Предположим, что лю-
бые т столбцов матрицы A линейно независимы, 11 если в равенстве
Ах == b ненулевые компоненты вектора x 01B011a101 линейно незави-
симым столбцам матрицы А, то таких компонент имеется ровно т.
Тогда каждая точка множества S = {x I Ax = b, x > 0} имеет по
крайней мере т положительных компонент.
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Пусть точка x удовлетворяет (16.2). Матрица A может быть пред—

ставлена B виде [3,111], a вектор х—в B11110 [xg, хит, где В—не—
особенная матрица размера т Х т, хв> 0. B01110p x3 называется
базисным. Компоненты небазисного вектора xN могут быть либо поло-
жительными, либо нулевыми. Пусть

g (x) = lg}; 01). g}; (хит,

где g3 (x) — обобщенный градиент функции f(x) по переменным базис—

ного вектора x8, a gN(x)—060611101111511‘1 градиент по внебазисным пе-
ременным xN.

Представим вектор направления движения B B11110 [дБ, (1,751? Заме-
тим, что равенство 0 = Ad = Вад + NdN выполняется, если для 1110-
бого dN положить d3 = — B'lNdN. Назовем

r1 = пт„ r11 = gT<x>—g1<x>B—‘A = g1<x>— g; (x) 19-111
приведенным градиентом. Исследуем (g (x), d):

g (x). d) = (вв (x). 1131+ (gm. 11,1 = 111V (x) — 115108—111 ам =
= (va dN)’

B5160p0M dN 1a11, чтобы (rN, dN)<0 11 d,>0, 001111 xj=0. Для
каждой внебазисной компоненты j положим 11,: —г‚-, если ago, 11
с!,- = —х‚-г‚, если г,> 0. Это обеспечивает выполнение неравенства
411-20, если х, = 0. Кроме того, (g (x), d)<0, 11 строгое неравенство
имеет место, если а„=ьо.

Ле м ма 16.1. Пусть d выбирается описанным выше способом,
g(x) — произвольный вектор из множества ді(х). Тогда, если d = 0,
то в точке x выполняются условия Kуна —-Таккера.

Доказательство. Прежде всего заметим, что вектор d являет-
ся возможным направлением, так как

Ad = вав + NdN = в (_ B—‘NdN) + мл, = o.

E01111 переменная х, базисная, то по предположению х‚> 0. E01111 x,
внебазисная, то компонента (1, может быть отрицательной только B
TOM случае, если х,>0. Таким образом, 11,-2O, если x1: О, и, сле-
довательно, d — возможное направление. Кроме того,

(g (x), d) = 2 0‘11:
16]

Где ! — множество индексов небазисных переменных. По определению
с!, очевидно, что либо d = 0, либо (g (x), d) < 0.

Пусть B точке x выполняются условия Куна — Таккера. Тогда су-
ществуют такие векторы g(x) 601°(x), и = (и;, „тт >О 11 v, 1110

1.11200. g1<x>1+ vTIB.N1—1ug. и;] = 0.
(16.3)

(ив, x3) = 0» (им хм) = 0-
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Так как хв>0 и ив>0, то из равенства (ив, хв) = 0 вытекает, что
ив : O. Из первого равенства B (16.3) следует, что vT= — g2 (x)B—'.
П0дставляя это выражение во второе равенство B (16.3), получаем

111TV = g; (x) — gg(x)B—1N.

Другими словами, им = rN. Таким образом, условия Куна—Таккера
сведены 11 соотношениям rN > O 11 (гм, xN) = O. Однако B 01111y опре—
деления равенство d = O справедливо тогда и только тогда, когда
гм > О и (rN, хм) = O. Поэтому, если d = O, то в точке х выполняют—
ся условия Куна —Таккера.

M01011 приведенного градиента решения задачи (16.1), (16.2), ког-
да [(х) —липшицева функция, определяется следующим образом.

Н а ч а 11 5 11 ы й 3 т а п. Выбирают допустимую точку x‘, удов-
летворяющую условиям Ах = b, x > O. Положить k = 1 11 перейти
к шагу 1.
Ша г 1. Выбирают [„—множество индексов т штук наибольших

компонент вектора x":

x3 = {9611 i615}, B = {ад іЕінЪ N = {ад 13111}-

Вычисляют пбиведенный градиент

r1, = (2W __- (2%)TB‘W.

Определяют направление спуска dk:

dk___{—’11 1315» ”$0,
I —x,-rj, 1°61» ’1>01

(16.4)
а’; = _ B-‘NdN.

Ш а г 2. Последовательности точек xk, z" n0p001111151Ba101 по 110p-
мулам

11 k k
x+ =x +ohd,

 

(16.5)

z"+1 = 2k + а„ (H (xk, ah) — 2k),

011 = min {P111 Ъ,},

k
. х) k

ППП _ _— d' < 0} 91 = .1,-0.1 ; ' ad;<o. (16.6)
оо, ай} 0.

Полагают k = k—l— 1 11 переХОДят 11 шагу 1.
Тео peMa 16.1. Пусть выполняются условия теоремы 15.1.

Тогда последовательность f (x’*) сходится c вероятностью 1 и пре-
дельные точки xk c вероятностью 1 удовлетворяют условиям Ky-
на — Таккера.
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Д 0 к а з а т е л ь с т B 0. Для доказательства сходимости метода
приведенного градиента (16.5) нужно учесть следующие два резуль-
тата. Первый заключается B TOM, 1110

(г”, 11") < у < 0 (16.7)

для всех точек xk 0 достаточно большими номерами k, которые с0дер-
жатся B окрестности точки у, не пересекающейся с X* — множеством
точек Куна —Таккера. Неравенство (16.7) вытекает из лемм 2.5,
16.1, а также свойств 2" 11 0f (x).

Следующий важный момент доказательства заключается B 10M, 1110
B y11333111151x выше точках шаговый множитель о„ равен pk. Обозначим
через l3 множество индексов т наибольших компонент вектора x‘,

11011011530B311H010 для вычисления d5. Предположим, что существует

подпоследовательность xs—>x (s E S с {1, , k, ...}), для которой

inf {68 | s E 8} =0,

где

. . xi 5
6s=m1n mln —— 11,-<0 ,oo .

. d5
‘ і

Тогда существует такое множество индексов S' C S, что 6s =

= —хЁ/‹1Ё‚ сходятся к нулю при 368', 3 также 1‚= !, где xf,>0,

df,< O, p — элемент множества {1‚ 2,, n}, ! — множество нидексов
т наибольших компонент вектора х. 33M0111M,1110 'В соответствии 0

(l6. 4) последовательность {а;} (SES’) ограничена, и так как 6,—›0

(368’), 10 хр—›О. Таким образом, xp=0, 1.0. p31. H0 ! =1 для

SE S’; следовательно, pals. T311 как сіЁ,<0‚ то из (16.4) следует`

а; = — хЁгЁ. ОтсЮДа вытекает

68 = — хЁ/сіЁ, = 1/гЁ.

Это показывает, что гЁ,—› oo, 3 это невозможно B 011.11y ограниченнос-

ти r5. Таким образом, существует такое 6 > O, 1110 1011113 x’e + АД"
допустима для всех 716 [0, 6] 11 для всех номеров k, 113111111311 с некото-
рого.

В дальнейшем доказательство аналогично приведенному для 100-
ремы 15.1.

§ 17. M01011 возможных направлений

Перейдем теперь к исследованию численного мет0да решения об-
щей задачи нелинейного программирования: найти

тіп 1‘0 (x) (17.1)

fi(x)<01 i: 1,...‚т, (17.2)
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где fo (x) — липшицева функция, і‚(х) — непрерывно дифференцируемые
функции. Здесь используются идеи метода возможных направлений
Топкиса— Бейнотта (см. [6]) и мет0да условного градиента, рассмот-
ренного B § 15.

Напомним, что ненулевой вектор d называется возможным направ-
лением B точке x E D (D — 11e11yc10e множество из В„), если сущест-
вует такое 6 >0, что x + M E D для всех ?» E [0, 6]. Me1011 решения
исходной задачи определяется соотношением

xk+1 = xk + уда“. (17.3)

Вектор xk является допустимой точкой. Здесь при определении на-
правления движения учитываются как активные, так и неактивные
ограничения. Этим он отличается от метода возможных направлений
30йтендейка, B 11010p0M 11011c11 направления спуска происхщит на ос-
нове почти активных ограничений. Возможное направление dk 113x0-
дится из решения задачи линейного программирования

miny (17-4)
при условиях

(2". d) —y< о,

fl(xk)+(Vfi(xk)vd)—y<01 i=1,...,m, (17°Б)

—1<а‚<1‚ ]=1,…‚п.
Последовательность {2k} строится с помощью операции усредне-

ния по формуле

zk‘H = :* + а„ (Н (xk, och) — 2k),

algefrop H (xk, ah) определяется по одной из формул: (15.6), (15.7),
( . 1).

Остается определить величину шага уд. Пусть область D, опреде-
ляемая ограничениями (17.2), является ограниченным множеством,
для которого выполняется условие регулярности. Положим

р,; = max{71|xk + М” ED}.

Тогда B формуле (17.3) у„ = min {р;, р„}‚ где р„ выбирается из соот-
ношений

2 ph ‘- oo, [’,‘—+ 0. (17.6)

k—O

Определим множество X“ стационарных точек задачи (17.1), (17.2):
x‘EX“, если существуют такие векторы g"(x*) Eafy (x*) (v = 0, 1,
...,т) и числа м<0 (і-в1‚...‚т), что

g0(x¢)= 27118405“).

i=1

Au‘ft(v“"')=0, і=1‚…‚т.
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Т е 0 р е M 3 17.1. Пусть выполняются условия теоремы 15.1,
a также соотношение (17.6). Тогда предельные точки последоватль-
ности xk c вероятностью 1 принадлежат множеству X* и последова-
тельность fo(xk) сходится почти наверное.
Д 0 11 3 з а 1 e л ь с 1 B 0. K311 11 11p11 исследовании сходимости

метода условного градиента, рассмотрим вспомогательную задачу

miny (17.7)
11p11 условиях

(g0 (X), d) ““!/< 09

f1(x)+(Vf1(x). d)—y<0. і= 1.... ‚ т. (17-8)
—l<dj<l, j=1,...,n,

где go (x)€ aio (x) __ _
Пусть xQX“. Тогда легко показать, что у(х) <О, где у(х) — ре-

шение задачи (17.7), (17.8). Отсюда следует, что для точек и, при-
надлежащих достаточно малой окрестности точки x e Х*, выполняется
неравенство

max §(u)<e<0. (17.9)
8°(u)€0fo(u)

Следующий важный момент доказательства заключается B том, что
для всех точек

xkEU25(x‘)a= {xlllx—x‘llg26}

11p11 достаточно больших s 11 малых 6 таких, что xS-+x’QX* (sES),
выбор шагового множителя в методе (17.3) происхщит с у„ = р„, т. е.
удовлетворяет соотношениям (17.6).

В силу соотношения (17.9) найдется ненулевой вектор d, который
удовлетворяет неравенствам

<g° ‹х’“›‚ 8› < в,

л (11) + (W: (x1). Е) gs. г= 1. . m.
—1<Z,<1, j=l,...,n.

Используя результат леммы 2.5, можно подобрать вектор g° (x‘) E

E Oio (x5) 11 числа s и 6 131111M11, чтобы выполнялись неравенства

(Vfo ‹х". 3,), 2) = e/2.

f: (x") + (vi. (x1). №№. := 1. ‚ m.
—1<E,<1, j=l,...,n.

C вероя гностью 1

(2" — Vfo (xk. a1.» —› 0:
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поэтому для оптимального решения 41“ задачи (17.4), (17.5) справед-
ливы неравенства

(2". 4”) < ем,

;, ос") + (Vf,(x"), dk)< 3/4, і= 1, ‚ т, (17.10)

-—1<d;‘<1, j=1,...,n.

T311 K311 функции іі (xk) (1': 1, ‚ т) непрерывно дифференцируе-
мы, то из (17.10) вытекает существование такого т, что для всех

7» €10. 17]

f,- (xk) + (viz (x1 + ш“), dk) < 8/8. (17.11)

Поскольку f, (xk) g 0 для всех [, то по теореме о среднем получаем

іі (x~ + 1d") = f: ш) + №13- (x1 + 11.-111M") =
= ‹1 — ›») іі № + + m (xk) + (vi,- (xk + №№), dkn <

< ›» 11 (x1) + (viiw + 11,-11:16.1». (17.12)
где 0< 1L,h<<1. B силу того, что thE [0, т], из (17.10) и (17.11)
следует

;, (xk + и“) < же/з.

Это означает, что точка xk + Mk допустима для любого А E [0, т].
Таким образом, для достаточно больших k величина шага уд——
В дальнейшем доказательство опирается на вывод условий (4.12),
(4.13) и проводится B какой-то мере уже стандартно.

§ 18. Мет0ды штрафных функций

1. Конечно-разностные методы негладких штрафов. Одним из эф-
фективных способов решения экстремальных задач с ограничениями
является сведение этих задач с помощью штрафных функций к зада-
чам безусловной минимизации. Наиболее интересны точные штраф-
ные функции, которые сводят исходную задачу

іо(х)—›тіп (18.1)
11p11 условиях

іі(х)<0‚ і=1‚...‚‚т (18.2)

xEX (18.3)

к однократной минимизации негладкой функции.
В выпуклом программировании показано [37], что таковой яв—

ляется функция вида

Ф (х) = 1‘0 (x) + 2 г, так {О, Д. (х)}, г, > O. (18.4)
i=1
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Пусть (х*‚ и*)—седловая точка функции Лагранжа

L (x. u) = 1% (x) + 2 um (x).
1=1

xEX. и>0‚

Т. е. ТОЧКЗ, ДЛЯ КОТОРОЙ ВЫПОЛНЯЮТСЯ СООТНОШЕНИЯ

mx) + ); uin- (x*) <10 ‹х'› + 2 игл- ‹х*› <10 (x) + 2 „;;, (x).
i=1 i=1 i=1

xEX, и>0. (18.5)

Условия (18.5) можно еще записать так:

L (x‘, u‘) = min max L (x, u) = max minL (x, и).
хех иго и>0 хех

Известно, что если (х*‚ и*) — седловая точка функции L (x, и), x E X,
и> 0, то х* является оптимальной точкой задачи (18.1) —-(18.3).
Обратное утверждение справедливо для задачи выпуклого програм-
мирования B предположении, что ограничения (18.2), (18.8) удовлет-

воряют условию регулярности Слейтера, т. е. существует вектор x E X,

для которого fi(x) < О (і = 1, …, т). Важность условия Слейтера
связана с тем, что из него следует ограниченность множества компо-
нент вектора и. Если h(x) (i = О, 1, ..., т)——выпуклые функции,

Х —выпуклое множество, то для функции Ф (x) (18.4) 11p11 ri >11:
задача минимизации эквивалентна задаче (18.1) —(l8.3) B смысле
совпадения их оптимальных значений и оптимальных множеств.

Нужно отметить, что даже при гладких [‘,-(х) функция Ф (х) не бу-
дет гладкой; поэтому для ее минимизации нужно применять методы
недифференцируемой оптимизации. Субградиентные методы минимиза-
ции Ф (x) хорошо известны; поэтому мы рассмотрим конечно-разност—
ные методы.

В дальнейшем Х — ограниченное замкнутое множество, на которое
можно легко проектировать; Ф (х) —функция максимума специаль-
ного вида, поэтому для ее минимизации применим следующий конеч-
но—разностный метод:

xk+l = “x (xk — pk [Н° (х*, ah) + ЁгЁ’Ні (xk, ссд)“ ‚ (18.6)
i=1

r+={0’ f;(xk)<0,

‘ Ги f1 (1"?) > 0›

где векторы Ні (xk, ah) определяются по одной из формул (15.6), (15.7).
Te0peMa 18.1. Пусть выполнены условия

00 оо A

2ph=m, sz<m, '—k'—>0, “;;—+0.

9h
b=0 k=0
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Тогда c вероятностью 1 предельные точки последовательности {х*}
принадлежат множеству X‘ минимумов задачи (18.1)—(18.3).

Доказательство. Требуется показать, что выполняются усло-
вия (4.12), (4.13). Пусть xS—+x’€X‘(sES). Можно указать такие

положительные числа s и 6, что для всех точек

xEU21;(x$)E{lex—xs ||<26}, $$$,

выполняются неравенства
Ф(х)—Ф(х')>о>0, x‘EX'.

Тогда B силу равномерной СХОДИМОСТИ функций f,(x, och) к Ых) (і =
= 0, 1, ‚ т) B указанных точках при достаточно больших k имеем

f0 (х*‚осд)+ erfl(xk1ah)—fo(x.vah)_ 2r?f1(x'.ah)>—g->O.
i=1 i=1

Поэтому

ro
le

(Vfo (Х*, ah) + Ё ’+'—7130$“, au). 36. — лсд) g -—

1=1

Покажем, что k (s) < оо, где

1(3) = min{rll|x’ —xsl|>6,r>s}, 8<S/2.

Допустим противное: )с’2 6% (x5) для всех k> s. Для простоты вы-

кладок считаем, что векторы H‘ (xk, ah) определяются по формулам (15.6).
Тогда имеет место цепочка неравенств

” хд+1 '— x.“2 < ‚+ xk _ Pk [Ho (xk, 0610+ i‘rfi‘H‘ (Х*, тд)] — х' ”2 =

i=1

“= " х* _ ’1'“2 — 291(H0 (xk. 0%) + z ’Ё—Ні (xk. ah). x" — {)+
i=1

+ 2p: || Н° (x1. a1.)+ Ё r1H‘ (x1. a1.) ”Kn xk—x‘ №—
i=1

— 291 (Vfo (Х*, ah) + 2 'EI-Vfi (Х*, 0‘11): х" —-х') +
i=1

+ 2911(Vfo (лсд, ah) "" Н° (xk’ ah) + Z „+ [vf1(xk, ah) _
і=1

— Ні (xk, оси)], х” —x') + 69,2, < |ka —x' “a_ “Ри +

+ 291 (m (11, a1.) — H081. ар + Ё ‚+ № (x1. ah) —
i=1

— 1+("(х+‚ош)1‚х’е —— х°) + cpg. (18.7)
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Положим

W (x1) = min н x1 — x12 = и х* —х° (k) Н°.
‚доех—

Тогда из (18.7) следует, что

W (+++!) < W (x1) — ooh + гра (17108101.) — H° (xk. ah) +

+ 2 Г?— [Vfi (Х*, 0‘11)— Ні (хг, 0511)]: х" _ х') + CPZ- (1&8)
!=!

Просуммировав (18.8) по k 11 устремив k 11 бесконечности, получим про—
тиворечие, поскольку с вероятностью 1

Ё p1 (Via (x1. a1.) — Н° (x1. a1) + Ё r1№ (x1. a1.) —
во !=!

_нг („+, …,)1, хп _ x.) + Ё cpg< оо, (18.9)
‚:=—0

т. е. условие (4.12) доказано.
Из свойств операции проектирования имеем

k(s)—l k(s)--I

6<lek<s>—xsn< Ё ”хг—хчкс Ё 9..
runs r=s

Из соотношения (18.9) вытекает, что для достаточно больших s

k(s)
т

2 {2Рг (Vic (хг, ar) _ НО (хг, (1,.) '+' E r?‘[vf1(xr, аг) _

t=s
!=]

іг(з)-э1

_Ні(хг‚ос‚)],хг__х-) + cpg}g—g— 2 р,. (18.10)
res

Для достаточно больших s xk“) E U26 (x5); поэтому из неравенства (18.10)
имеем

W (хит < W (хз) — o6/(2C).
0111 да вытекает условие (4.13). Теорема доказана.

а M e ч 3 11 11 e. Негладкие функции Ф (х) (18.4) 11Me101 преиму-
щество перед штрафными функциями

F (x) = я (x) + Ё а <max10. r: (x)})“.
i=1

поскольку минимизация F (x) 11p11 условиях xE X дает приближен-
ное решение задачи (18.1) — (18.3), которое стремится к точному толь-
ко при г, —+ ос.
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Негладкая штрафная функция Ф (х) (18.4) является, как правило,
функцией овражного типа, поэтому для ее минимизации целесооб-
разно использовать процедуры усреднения векторов Н (xk, 01,.)
(k =O,1, ..., m), которые рассматривались в гл. 4.

2. Глобальный характер негладких штрафов. Рассмотрим теперь
задачу

іо(х)—›гпіп (18.11)
при условиях

іі(х)<0‚ і=1‚…‚‚т (18.12)

где fi(x) —липшицевы функции. Возникает вопрос: будет ли B этом
случае функция (18.4) точной штрафной функцией? Исследуем следу—
ющую штрафную функцию:

Р(х‚ 1)=io (x) +жЁшахю, f,- (x)), 1>o. (18.13)
i=1

Пусть fo(x)—>oo 11p11 х—›о‘о‚ —оо <inff0(x)<oo, 11 пусть B точках
минимума х' задачи (18.11), (18.12) выполняются условия регулярнос-
111: существует такое d, что

[?(х'; (1) <0,

106') E{116(1) = 0} Vi 6106')-

Обозначим через Y множество точек минимума задачи (18.11),
(18.12). __

Т е 0 p e M a 18.2. Существует такое 7). >0, что для 7). > 1.

arg min P (x, Х) E Y.

Доказательство проведем от противного. Выберем сколь угодно
большое ?» > 0. Пусть x;v — точка минимума Р (x, ?»), причем x;v & Y.
Естественно считать, что x), не удовлетворяет ограничениям (18.12),
так как иначе x), E Y. Поэтому существует индекс j такой, что і,(х‚„) >
>О. По предположению существует последовательность

{хм}, $—+ оо, max іі(х18)>0.
lgtgm

Без ограничения общности считаем, что хжз—нс’ при $—-›оо. Если B

свою очередь точка х’ также не удовлетворяет ограничениям (18.12),
то

Р(х7„8‚Ъ‚8)—›оо‚ $—›оо.

Поэтому

іі(х‚)<0› і=1‚…‚т.

Поскольку

P (x15, Ы < іо (Х°)› x‘ E Y ,
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то хМ—нс’ EY. T311 11311 x),s _точка минимума Р(х‚ Ы, то из необхо-
димого условия экстремума следует, что

0 E дР (x18, А.,) =

= а (л, 1x1.) + 1. Ё ii (:1...) + м Ё max(0.mx1,)) ‚ (18.14)
іе!+‹х‚_$› 1611x151

I+<x1,):—{i|1<x1,)> 0}.

1 (x15) ='—= {5 1 f1 (x15) = 0}-

B силу свойств обобщенных градиентов суммы и максимума липши-
цевых функций из формулы (18.14) вытекает, что

oeafo(x1.)+ м Ё анх… + Ё 7110121161,). (18.15)
іеі+‹х‚_8› ібіщд

X1: 7131111 0< 111$ 1-

33Me111M, что для достаточно больших s выполняется включение

I<x1,>u1+<x1,)cl(x') = {1'11- (x') = 0}.
C001110u1e1111e (18.15) означает, что найдутся векторы gi (x13) E 5i: (x15)
(1' = 0, 1, ..., т), для которых

g°)(x),s)+1 2 яч… + Z Xigi(x;,s)=0. (18.16)
iEI'Hxhs) 1610118)

Поскольку множествэ {1, ..., m} конечно, то Можно выбрать подпосле-
довательность 118, для которой і,— (x15) >0. Из свойства замкнутости

отображений х—+ діі (х) (1' = О, 1, …, т) вытекает, что

g“ (x15) —› ё° (x') e діо (x').

8" (x15) + 8" (x’) E 0f: (1’)-

Поэтому, перейдя 11 пределу по s _» оо B соотношении (18.16), получим
противоречие с ограниченностью множителей Лагранжа B точках
множества Y. Te0peMa доказана.

§ 19. Конечно-разностный мет0д минимизации
липшицевых функций с ограничениями

Заметим, что выбор штрафных коэффициентов г, точной штрафной
функции Ф (x) (18.4) представляет собой непростую задачу, посколь-

ку компоненты 11; (і = 1, ‚ т) седловой точки функции Лагранжа
известны лишь B исключительных случаях. Предлагаемый метод, с
одной стороны, близок 11 методу штрафных функций, а с другой —-
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использует идею известного метода линеаризации [105]. Его особен-
ность заключается в том, что штрафной коэффициент вычисляется 3113-

литически.
Рассмотрим задачу

[(х)—›шіп (19.1)

mnga (mm
где f(x) 11 h (x) — локально липшицевы функции. Условие (19.2) не
сужает задачу, так как система fi(x)<0 (і = 1, ...,m) с помощью
функции h(x) =lmax [‚(х) сюдится 11 (19.2).<.

‘при условии

"`

Метод решения задачи (19.1), (19.2) определяется соотношением

x"+1 = xk + pkdk. (19.3)

где вектор а" — решение задачи квадратичного программирования

@@Н"%М№этп (m6

11p11 дополнительном ограничении

(2:, d) + h (xk) g 0, (19.5)

которое присутствует B 10M случае, когда выполняется условие h (x92
> 0. Здесь х°‚ 2°, 2° — произвольные начальные приближения,f h

г?“ = 2’; + a1 (Н; (xk. a1) — 2?).
(19.6)

zfi+l = зі + ah (Н,1 (xk, ah1— 2;),

векторы H, (xk, ah), Hh(x", ссд) определяются по формулам (15.6), (15.7).
Далее будет показано, что вектор направления движения d" вы-

числяется B B1111e

($# = _ Z; —uh2}’:,

где коэффициент 11,, определяется аналитически.
Для доказательства сходимости метода (19.3) — (19.6) удобнее

считать, что d" — решение задачи (19.4), (19.5). Определим множество
Х* решений задачи (19.1), (19.2): х* E Х*, если найдутся 131111eg,(x*) E
E д] (х*)‚ gh(x*) E дп (х*)‚ ?» > 0, что

gr (х') + 718'}: (х') = 0.

1h(x°) = 0, h (x‘) < 0.
Соотношения (19.7) удовлетворяют необходимым условиям экстре-
мума, если выполняется условие регулярности: существует такое d,
что

(19.7)

тыъщ<ю.пыч=а 09$
£192



Из (19.8), B частности, следует, что 0 &д& (x"‘) np11 h (x‘) =- 0.
Считаем, что множество Х* ограничено 11 все точки x" принадлежат
ограниченной области (см. замечание 11 1e0peMe 4.1).

Рассмотрим вспомогательную задачу

(81(1).y)+ 3’,— ll d !!°—› min

при ДОПОЛНИТёЛЬНОМ ограничении

(81(y).d)+ h (у) < 0. (19.9)

h (11) > 0. 81 (y) E 0f (y), 91 (1)6 0h (1)-
Полагаем, что задача (19.9) разрешима при любом y, принадлежащем
произвольному ограниченному множеств из Еп.

‘:Пусть d (y) — решение задачи (19.9). огда, если у E Х*, 10 d (y) ;&
;& О. Предположим, что, напротив, d (у) == 0. Легко заметить, что B
этом случае h (y) g О. Вектор d (y) является решением задачи (19.9)
тогда 11 только тогда, когда существует такое ?» (у) > 0, что

8; (11) + d(y) + M10819) = 0.

A (y) ((81 (y). d (у)) + h (и)) = 0. h (у) > 0.

Поэтому эти соотношения при d (y) == 0 означают, что B точке у вы-
полняются необходимые условия экстремума (19.7). Следовательно,
если yfiX“, 10 d(yHéO. B силу замкнутости множеств 6f (x), 6h (21,)
11 33M1111y10c111 отображений x —› ді (x), x —+ 0h (x) отсюда вытекает,
что для точек x, находящихся B достаточно малой окрестности точ-
ки х’ & X*, справедливы неравенства

inflld<x11> c (x') > 0.
где нижняя грань берется по всевозможным g,(x) E 01°(x), g), (x) E
E дп (x).

T e 0 p e M a 19.1. Пусть выполнены условия

если

co

°° р 2 p _
291:” Е(Ё) <°°v %*“
k=0

 

k—O k h

k=0 ph 11.

Тогда с вероятностью 1 предельные точки последовательности {x‘}
as (19.3) —(19.6) принадлежат множеству Х', f(xk) сходится почти
наверное.
Д о 11 a 3 3 1 e л ь с т B 0. Для сглаженной функции h (x, och)

имеем
h (хдд, 0%) = h (Х*, 0%) + (Vh (xk + ka“ ——х")‚ ah). xk‘“ — х“) :=

= h (95", “и) + (Vh (Х*, 0‘11), ХНА _ х*) "'

+ (vh (xk + B(x"+l —— x"), 01,.) — vh (xk, ah), xk+1— xk), 0 < 6 g l.
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Отсюда следует, что если h (x‘) > 0, 10

h (xk+lv “’с-+1) `<`

p: + с | ага… I + pk (чт (x1. Обь) —z,:. d1) +
a
 < h (Х*, 01),) + G

2

+ рд (21:. d") < h (1". 011.) — 911101") + C I ah — a1+1| + С %% + C9111.

Где

Yh “= | (Vh (Х*, ‘11)— 2:, Ш?) |

В гл. 7 показывается, что при условиях данной теоремы с вероят-
ностью 1

?Ь “› 01 (2; _ Vf (x11, “11» —› 0

Из условий (4.12), (4.13) легко заметить, что все предельные 10111111
Последовательности {xk} Удовлетворяют ограничению h (x) g 0.

Для функции f(x, ссд) имеем

f(xk“. 011) =- 1“ (165011) + (Vf (Х“ + ВОС… - 1*),011). 16"“ — Х“) =-

= f (Х*, 011) + (WM + Б 06"“ — x”). 011) - Vf (Х*, 011). „:… — х*) +

+ (vi (x1. a1).xk+l— x1) < f (x1. a.) + с + 92
“h

+ Р:; (770% ak)_z?’dk)+ P1; (2k! ай): О<Б< lo

Отсюда следует, что
2

f(xk+1.ak+1)<f(xk,ah)+C—Ei—+0|ah_ak+ll+

+ p). (2?. c1") + p. (и (11, a1.) — 2*. л*). (19.10)

Доказательство схоцимости последовательности {x"} 11 X‘ проводит-
ся из условий (4.12), (4.13). Пусть условие (4.12) не выполняется, т. e.

все 10111111 x" (k>s, SE S) с0держатся B достаточно малой б-окрестнос-
ти точки x‘, 113 пересекающейся с X',x‘—>x’eX‘ (sES). Если h(xk)<

<0, 10 27 =- —d". Поэтому при достаточно больших k 11"920, 1110
следует из леммы 2.5 11 условий, что o вероятностью 1

(2f -- vi ():", 01h» —› O, 0 3 6f (x’).

Пусть h (xk) > 0. Так как ай есть решение задачи (19.4), (19.5).
10 найдется такое ›… > 0, что

41+ а” + 1,2}: = 0, (19.11)

1,. (<21. 4*› + 1 (x9) = о.
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Отсюда

(21,111") = 1,11 (x1) — П (1" “2. (19.12,

P3CCM01p11M задачу

‚ 1 .
(£10016!) + -2-lld|12-+ тт,

(19.13)
(8101’), d) + h (x’) < 0. h (x') > 0,

где

gr 0") E ді (x'). вл (x') E дд (x')-

Достаточно изучать случай h (x') = O. K311 уже отмечалось выше,
d (x’) =;’: O, где d (x') — решение задачи (19.13). Кроме того,

(gr (x’), d (x’)) + % Н d (x’) ||” < q) (x’) < 0,

поскольку d (x') = О не является решением задачи (19.13).
Покажем, что существует допустимый вектор задачи (19.4), (19.5),

незначительно отличающийся от d (x’). Пусть

.. х’)= тіп izk—
%( зеді’х'›| f у”,

£191) = min 121—11-
y€6h(x’)

Будем искать решение dk задачи (19.4), (19.5) в виде

а=аыт+шд Ам3_„—%Ёі—‚
|| ед (x’) H

поскольку при выполнении условия регулярности О E д}! (х’). T011111

(2:9 d) + h (х,!) =

‹г‚’5‚ е„ (x'))=щ—Ьымщт+@ымщт—м„
ll ед (x’) II

+ h (x1).

B силу того что с вероятностью 1

(2;: — Vh (xk, %)) —› 0,

при достаточно больших k 11 малом 6 величина (#,—_ ё,;(х'), d(x’))

также мала. Так как (gh(x’),d(x'))<0, 10 Можно подобрать столь
малое р> 0. чтобы выполнялось неравенство

911+h99<9
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Оценим теперь значение целевой функции (19.4) в точке d =
= d(x’) + Ad:

(2;.d)+—,‘,—1112 -———

= (2'; —-6 (x'). d) + (8 (x'). №) + Ad) + % н d(x') № =

= <&, (x'). d (x')) + (E, (x'). Ad) + % н d (x') № + (d (x'). Ad) +

+ % н Ad № + (z? — 1, (x'). d).
По тем же соображениям для достаточно больших номеров k

(г;…) +—,‘,—|,d|12<33%1<0.

Отсюда следует, что, начиная с некоторого номера k, имеем

н№н>о>а
Из соотношений (19.10), (19.12) следует, что

f(xk‘“. ak+1)<f(xk1 a1) + №№ (xk) —
2p

—p,. н d" № + ст: + с l o1. —ak+1 I + 11 (vim. on.) -21, d”).
Из условий теоремы вытекает, что, начиная с некоторого номера k,
11p11 достаточно малом 6

0'2

2 .
 1.1 (x1) + C [57: + '——_р—Щ'—] + (11/“(11". a1.) — а?. 4”) <

Поэт ому
k

f(xk+l»a1+1) < f(x‘, 01,) — _а;— 2 р,.
Гиз

ПереХОДя к пределу 110 k—> оо, получим противоречие. Следова-

тельно, выполняется условие (4.12):

іг(з)=п1іп{г|||х'—х‘||>б‚г>з}<оо‚

Из соотношения
k(s)—1

хдд… = x! + 2 prdr

t=s

следует. ЧТО
k(s)—1

2 р‚>%‚
t=s
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поэтому
lim f (xk<s))\< slimoof (x‘) — 026/(20),
S-roo

т. е. выполняется условие (4.13).
Легко заметить, что задача (19.4), (19.5) решается аналитически,

Если h(x")<0, T0 д’“ = —zf. Если же н(х*)>0, то из соотношений
(19.11) следует, что

 

dk = — z? — uhzfi,
где

h (№) — (2", г“
uh: max{0, k ’ h) .

H z}; ”2

§ 20. Конечно-разностный меТОД Эрроу — rурвица
с усреднением

Градиенгные мет0ды минимизации выпуклых негладких функций
на основе известной процедуры Эрроу —Гурвица [137] к настоя—
щему времени исследованы весьма недробно. В этом параграфеизу
чается конечноразностный метод решения задачи

fo (x) = Inin (20.1)
при ограничениях

f:(x)<0. і=1‚…‚‚т (20.2)

xEX, (20.3)

где h(x) ([ = 1, …, т) — выпуклые функции, Х — выпуклое ограни-
ченное замкнутое множество из В„.

Введем функцию Лагранжа

L (x. и) = & (x) + Ё ил (x).
{=1

Рассмотрим следующий метод решения задачи (20.1)—(20.3):

т

х"+1 = ax (хг _… [Н° (xk, а,) + 2 uffl‘ (xk, ah)” , (20.4)
i=1

„++1 : ли (uk + pkLu (xk. uk))- (205)
Здесь L„(х, и) —градиент функции L (x, u) no переменным и.

Ограниченность оптимальных двойственных переменных и следует
из условий регулярности, в частности условия Слейтера, поэтому
множество U, Ha которое осуществляется проектирование в формуле
(20. 5), считаем также выпуклым, замкнутым и ограниченным.

Векторы” конечных разностей Ні (xk, och) (і = 0,1,. т)определяют-
ся по одной из формул, аналогичных (15.6), (157). .CXODJ/IMOCTB тра
екторий {xk}, {uk} к множеству седловых точек Лагранжиана L(x, u)
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будет исследована в чезаровскомй смысле. Именно, пусть

Х"= Z №7 Ё р., (206)
s=0

z’ik = Ё рж/Ё р,. (20.7)
s=0 s=0

Оказывается, ЧТО ПРИ естественных предположениях предельные ТОЧКИ
^ ^

последовательностей {х*}, {ид} принадлежат множеству седловых то-
чек L(x, u).

Важно отметить, что усреднение (20.6), (20.7) позволяет избежать
наложения дополнительного условия о строгой выпуклости целевой
функции f0 (x) или неодинакового выбора шаговых множителей по
координатам х и и.

Т е о р е м а 20.1. Пусть выполнены условия
oo 00 A оо

29н=°°э ЕРЁ<°Щ %»0, ад—›О, thah<oo.

k=0 =0 h k=0
(20.8)

Тогда с вероятностью 1 предельные точки последовательностей

{х*}‚ {uk} принадлежат множеству седловых точек L(x, и).
Доказательство проведем для случая, коща векторыН' (х," och)

([ = 0, 1, ..., m) определяются по формуле (15.6)
Введем обозначения.

vk = НО (xk, ah) + z ”?Ht (хг, ak)’

i=1

7. = Н° (xk, a.) —- vro (xk, a.) + Ё u? (H‘ (ха ah) — пп (хп am.
i=1

(Х*, и*) —множество седловых точек функции L (x, u). Справедливы
неравенства

‘1-’°*+‘— x'll2<
<ka —pkv"—x'll2 = llxk— х ll2 + 2ph(vk x'—x") + p2<llvkll2

<II xk —x' H2 + 29h (Vfo (Х*, ah) + Ё “?sz (№ an). x' — Х“) +
i=1

+ 291+(‘Уш x _)“) + СРЁ< H_xk _ x”2 + 29;; (L (x и“) —L 06" и*)) +

+ Cphak + 29h (Viv х _ xk) + CP§<1xk _ х“2+

+ 29k (Z (x‘) - L (Х*, uk» + Стоя + СРЁ + 29+ (№» x‘ — x"). (20-9)

[_, (х) = max L (x, u).
…за
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Для произвольного вектора двойственных переменных и выполня-
ются неравенства

ll “'+‘ — и ll” < || и* + pkLu (x’fi uk) — и ll2 <
< || и“ — и ||2 + 291. (L (хб u") —L (Х*, и)) + Cpi- (20-10)

Сложив неравенства (20.9), (20.10), получим

llx"+1 —x'll2 + llu"+1 —u|l2 < le" — x'll” + Iluk—uh2 +

+ 29;.(1 (x') _ L (xkv u)) + СРЬО‘Ь + GP: + 29k (th x. "' хг)-

После суммирования по k = 0, 1, …, s имеем

(Ё pk)“ Ё p. (L (xk. a) —Z (x')) <
::.-0 k=0

<[нх1—х°№+пиі—иня—Нхн-і—х°№—нт+1—-и№+

k=0

+ Ё с (p: + ma.) + 2 Ё рд (m. x‘ —х*›] (2 Ё oh)“.
k=0 Ы

Из определения )9", ад и выпуклости L no x получим

L ($“, и) —L(x’) g

s 8 ‚' __!

<[c+ Ёс‹р‚% …%) + 229.(vh.x-—xk)] (2 2m.) .
k=0 =0 k=0

Таким образом, L(fk)—>L(x‘) с вероятностью 1, поскольку с ве-

роятностью 1 сходится ряд 2 ph(yh,x‘—xk). Другими словами, пре-
k=0

дельные точки последовательности {xk} с вероятностью 1 принадлежат
множеству Х'. Аналогично показывается, что с вероятностью 1

L (иь)—›1пах L (и), L (u) E minL (x, и).
_ u _ "' хех

Теорема доказана.



ГЛАВА 6

СЛУЧАЙНЫЕ ЛИПШИЦЕВЫ И СЛУЧАЙНЫЕ
ОБОБЩЕННО ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ ФУНКЦИИ

 

В этой главе изучаются свойства случайных липшицевых H слу-
чайных обобщенно дифференцируемых функций, необх0димые для
обоснования меТОДОВ стохастического программирования. Доказыва-
ется измеримость некоторых обобщенно градиентных отображений по
совокупности детерминированных и случайных переменных и при-
водятся некоторые результаты 0 перестановке знаков математического
ожидания и обобщенного дифференцирования.

§ 2|. Измеримые многозначные отображения

Нам понадобятся некоторые сведения из теории (измеримых) мно—
гозначных отображений.

Пусть Е„ — п-мерное евклидово пространство; 2E" — множество
тдмножеств В„; 33 (или .‘135‚,)— о-алгебра борелевских п0дмножеств

En; 6—множество; 2 _о-алгебра измеримых подмножеств 8; 38X
x Е — минимальная алгебра в Е„ Х @, содержащая все множества
вида В Х Т, где 86.73. T68.

1. Многозначные отображения. Приведем некоторые общие све-
дения о многозначных отображениях (подробнее см. 160, 77]).

O п р е д е л е н и е 21.1. Многозначным отображением из прост-
ранства Х в пространство У называется всякое отображение

G:X—+2Y, domG-—- {xEX|G(x)#=Q}.

Отображение G называется замкнутозначным (выпуклозначным,
компактнозначным), если его значения G (x) являются замкнутыми
(выпуклыми, компактными) множествами B Y.

O п ре делен ие 21.2. Многозначное отображение G : Е„ —› 28'"
называется замкнутым, если его график Г = {(x, y) EEn+mIXE dom G,
yEG(x)} является замкнутым множеством B Е„+„,‚ т. е. из xk—+x H
gk -—› g (gk EG (Ё)) следует 56 G (x).

O п р е д е л е н и е 21. . Многозначное отображение G : Е„ —›

—+ 2Ет называется полунвпрерывным сверху, если для любой точки
xE domG H любой окрестности нуля U B Em найдется окрестность
нуля V B Е„ такая, что G (x + V) с G (x) + U, T. e. если для любой
точки x Е dom G H для любого 8 >0 найдется б >О такое, что о (g,

G (X))< е для всех :36 0 (y). ll у —x H < 6.
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в
Лемма 21.1. Многозначное отображение 6:Е„—›2 '” полуне-

прерывно сверху тогда и только тогда, когда для любого xE dom Gc:
kСБ„ и для любых xk—+x, x EdomG уклонение

A(G(xk),G(x))= sup inf||g—gk||—+0, k—>oo.
gkemxk) geam

Te0peMa 21.1. Пусть О:Е„—›2Е'" — многозначное отображе—
ние. Тогда:

замкнутое отображение G замкнутозначно;
замкнутозначное полунепрерывное сверху отображение G замкну-

то;
замкнутое локально ограниченное (ограниченное в каждом компак-

те) отображение G полунепрерьшно сверху;
конечное (ограниченное в каждой точке) полунепрерывное сверху

отображение G локально ограничено (ограничено в каждом компакте);
в частности, компактнозначное полунепрерывное сверху отображение
локально ограничено.

2. Измеримые многозначные отображения. Рассмотрим много—
значные отображения из измеримого пространства (®, 2) B En. Пусть

G: е_»гв", domG: {eeelmeneg}.

O п р е де л е н и е 21.4. Однозначное отображение g: ® —› Е„ назы—

вается сечением (селектором) многозначного отображения G: ®» 2E",
если g(0) EG(0) для всех 0 E ®.

E

Определение 21.5. Многозначное отображение G: (“)—>2 "
называется измеримым‚ если для любого замкнутого множества С с:
с Е„ имеет место

G“ (C) = {ее®|6‹6› n счетах.

Определен ие 21.6. Многозначное отображение G: ®—› 25” Ha-
зывается нормальным, если оно измеримо и множества G (0) замкну-
ты для всех GEdom G.

T e о р е м а 21.2 [151, 144, 175]. Следующие утверждения отно—
сительно замкнутозначного отображения G: @ —›- 2E" эквивалент-
ны:

а) G измеримо;
б) для любого компакта К с E„ множество

G“ (K) -= {ее®|а‹е› n К=#®}ЕЕ;

в) для любого открытого множества В с Б„

о—‘(В)={еео|о(е) П В;": №52;

г) существует представление Кастена [144] для G, m. e. domG
измеримо, и существует счетное семейство измеримых сечений @:
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6—›Е„ (l = 1,2,...) отображения G такое, что множество {g,(e),
l=1,2,...} плотно в G(0) для 666.

Лемма 21.2. Замкнутое отображение G: En —›2Е'" является
Звп-измеримым (борелевским) и, следовательно, имеет сечения, яв-

ляющиеся борелевскими функциями.
Действительно, для любого компакта К с Е… множество {x6

EEan(x) П К= И} замкнуто H, следовательно, борелево; Toma no
теореме 21.2 отображение G 935n-H3MepHMo H имеет борелевские се-

чения.
Лемма 21.3 [49]. Пусть многозначное отображение G: x~+

—+G(x)cEm измеримо; тогда отображение со G: x—>coG(x) C Em
также измеримо.
Определение 21.7. Всякую функцию ф:Е„ Х 8—›Е1 U

U {+ 00} будем называть интегрантом.
Обозначим через q)e функцию из Е„ B Е, такую, что cpe(x) =-

= (p(x, 0); ee надграфик по определению есть множество

epi ср, = {(x, a) e E... …> <p. (x)}.
Интегрант ф называется нормальным, если многозначное отобра-

жение 0 —-› ерісре нормально.
Интегрант ф называется выпуклым, если функции %(х) выпуклы

для всех 06 8.
O п р е д е л е н H e 21.8. Функция f: En X ® —› Е1 называется

каратеодориевой, если она измерима по 1‘} E 8 an каждом xE E,, H
непрерывна по x 6 En для всех 06 @.
Л е м м а 21.4 [110]. Каратеодориева функция f является нормаль-

ным интегрантом.
Л е м м а 21.5 [175]. Если ф — нормальный выпуклый интегрант,

то многозначное отображение

е—›к‹е› = {хев„|ч›‹х‚е›<0}
нормально.

Определение 21.9. Отображение g: Е„ Х 8—›Ет называется
.73 Х Е-измеримым (или $35" Х Е-измеримым), если {(x,0) ЕЕ‚,Х® | g(x,
0) <0} 6.738,, Х 2 для любого c ЕЕ…-

O п р е д е л е н H е 21.10. Отображение g называется каратео-
дориевым, если оно измеримо по 1‘} Е @ при каждом x E Е„ и непрерыв-
но по x 6 En для всех 1‘} E 8.

Лемма 21.6 [151]. Каратеодориева функция f и, как следствие,
каратеодориево отображение g .73 X Е-измеримы.

За ме ча н ие 21.1. В дальнейшем нам прядется также иметь дело
E

с отображениями вида G: Е„ Х 8+ 2 ’" и интегрантами вида ф:
Em Х (Е„ >< ®)—› Е1 U {+ оо}. На них очеВИДным образом переносят-
ся приведенные выше определения и утверждения.

15
Например, многозначное отображение G: Е„ Х 8+2 "' называется

.93 Х Е-измеримьщ если для любого замкнутого множества С с Б…

G“(C) = {(x,0)|G(x,0) n савичедз ›‹ ›3.

202



Интегрант ф (g,x, 0): Em Х (Е„ Х 8)» Е1 U {+ оо} называется
нормальным, если многозначное отображение

(x. 9) —› ері Ф,… = {(13,006 Em+1 la > Ф (g, x» О)}

53 >< Е-измеримо и множества ерісрж9 непусты и замкнуты для всех

(x) е)‘

За Меча H He 21.2. 93 Х Е-измеримое отображение G(x, 0): En Х

Х 8—›2Е’" является измеримым по переменной 0 п H фиксированном
x ввиду аналогичного свойства измеримых функций F10, с. 126] H пред-
ставления Кастена измеримых многозначных отображений (теорема
21.2).

0 п р е д е л е H H e 21.11. Интегралом (Лебега) многозначного
отображения G : ® —› 2En называется множество интегралов от все—
возможных интегрируемых сечений отображения G:

56‹6›Р‹ае›= {59‹6›Р‹ае›|в‹е›еа (0)}.
8 8

Te0peMa 21.3 [144]. Пусть (®,2,Р)—измеримое пространст-
во c конечной положительной мерой, многозначное отображение

G: ®—›2Е" нормально, sup{l|g|||gEG(6)}<L(0), где L(0)—uu-

тегрируемая функция. Тогда множество SG(0)P(0) компактно в

En, a множеств ScoG(6)P(d0) выпукло и компактно в Б… и
e

если мера Р непрерывна, то

(0(0) рые) = (come) Рив).
e e

Лемма 21.7. Пусть (®,Е‚Р)—и3меримое пространство а ко-
нечной положительной мерой, многозначное отображение G (x, 0):

En Х ®-+2E’" полунепрерывно сверху по x в К СБ„ для всех 0 и
измеримо по 0 npu каждом xEK, множества 6(х‚0)—непустые
компакты при всех (х, 0), sup{||g|||gEG(x, 0), xEK}<LK (0), где
LK (д) —интегрируемая функция. Тогда множества

G(x)= SG(x,0)P(d0)
e

суть непустые компакты (т. e. ограниченные замкнутшг множества)
и многозначное отображение x —+ G (x) полунепрерывно сверху в K.
Д о к а з а т е л ь с т B о. Компактность G (x) следует из теоремы

21.3. Докажем полунепрерывность сверху отображения G. Обозначим

A(B,A)=supinf|]b—a||, A, ВСЕ".
ЬЕВ aEA

Необх0димо показать, что lim A (G (y), G (x)) = 0. По определению
у—›х
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21.11 для любого g, ЕО (z) существует измеримое сечение g, (0) OTO-

бражения G(z, -): ®—› 2Е'" такое, что gz = S gz (0)P (d0). Поэтому
e

A(G(y).0(x))= SUP inf llgy—gx||<
дуеаал pxeooc)

< SL1 inf 9 _ x 6 Р d0, 21.]
gy<e)eg<y.e) gx(6)€G(x.9) gllg” ( ) g ( )” ( ) ( ›

Где gx(0), gy(0) — измеримые (H интегрируемые) сечения отображений
G (x, -), G (y, -) соответственно. Покажем, что B (21.1) inf можно внес-
ти под знак интеграла, т. е.

inf Sllgy(9)—gx(9)l|P(d9)=S inf llgy(9)—gxllP(d9)-(21.2)
8 6003.0)г„‹е›еа‹х.е› e в,

ПокажеМ, что B (21.2) левая часть не меньше правой. Для интегри—
руемой функции gac (0) EG (x, 0)

из„ (@)—влом; inf Hgy<e)—g.u. (21.3)
LxE (x.0)

причем правая часть (21.3) измерима и интегрируема. Действительно,
пусть {g;" (0), m = 1, 2, ...}—счетное плотное семейство сечений
G (x, -). B силу непрерывности ”g” (0) —gxl| no gx

inf ) Ilgy(0)-g.ll = ідіншт—етюні =
БХЕЩХЮ

=1im min llgy(0)—g;"(9)ll- (21.4)
M-voo ogmgm

Функция тіп ”g” (0)—g;"(0) || измерима‚ Так как измеримы лебе-
0<т<М\ \

говские множества (с E E1)

{9| min ”Бу (@)—ЕЁЮ) || <0} = U {9H1 ЕМО) —g’;‘(0) II< 0}-
0<m<M 0<т<М

Тогда левая часть (21.4) измерима как предел измеримых функций.
Кроме того,

inf Hgy<e>—g.u<2LK @
Ехбщхд)

Таким образом, правая часть в (21.3) интегрируема. Проинтегри-
руем (21.3) H B левой части возьмем inf no g. (0) E G (x, 0); тогда по-
лучим

inf ,1 IIg.<6)—g.(e)IIP(de>> 5 inf ugy<9>—g.HP<de>.(21.5)
е„‹е›еа‹х.е› в ахещме)

Теперь докажем обратное неравенство. Покажем, что inf B правой
части (21.5) на самом деле достигается не поточечно, а на измеримых
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сечениях G (x, -). Пусть {3Т(0)‚ т = 1, 2, …} —счетное плотное се-
мейство измеримых сечений G (x, -). Возьмем произвольное & >О.
Рассмотрим множество

9%" = {Blllgy (9) —g;" (9) II < Ёы Ilgy(9) —-gxll + 8}-
gx

Определим функцию hits: ®—›Е„ следующим образом:

g)(e). е eel.

т __ т—1 .

“”“” ‘ * gm. ее®2'\ ‚.В, 8;,

 вне» eeem’? 9:.
1 i=1

Очевидно, функция 1128 является измеримым сечениэм G(x, -), причем
т .

на множестве TL" = U ®;
{III

II gy (9) — №328 (6) || < inf H g) (e) _ @: || + g,
€G(x,6)gx

Покажем, что Pg" = P(0\TZ‘)—> 0 (т—› оо). Действительно, {ТЁ}…>,_
монотонно возрастающая последовательность измеримых множеств.,

причем Р (Т?) <P(@) < + 00. Поэтому предельное множество T§° =

== U 9; измеримо H Р? = P(T§°) <P(8). Если Р? <Р(6), то на
i=1

множестве ®\ТЁ°: Р(®\ТЁ°) >0 для всех т выполнено

Ilgy(0)—g:;’(0)ll> $351.9) Ilg'y(9)—g.c ll +в.
gx

Это означает, что семейство {g?(0)}3';___1 Ha множестве 6\T§° не

плотно B G (x, 0). Полученное противоречие доказывает, что [’3' =-
=P(®\T§”)—>O (т—›оо). Тогда

inf S || gy (9)—-g.c (9) IIP(d0)< S Ilgy(0)—h;'fe (ширше) ..
(x(9)€G(x.9) e e

==(S + S )llgy(9)—h?.e(9)llP(de)<
т;" а\й,”
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< (<! _e\Sr”‘) гхеіёіе) ” gy (fl) _В: ”P(dfi) +

+е+ 5 Ilgy(fi)— ?HHIIPW). (215)
e\7’,{I

причем остаточные интегралы B правой части (21.6) no множествам

(д\ТЁ," B силу абсолютной непрерывности интеграла Лебега стремят-
ся к нулю при т —+ + оо. Переходя в (21.6) K пределу сначала по т —›-
—› + оо, а затем по e —-› О, получаем

inf е—„е Pdeg if B—de0.2l.7
gx(e)eo(x,e)§"gy() g ()” ( ) §gxea?x,e)”gy() g ” ( ) ( )

Из (21.5) H (21.7) следует требуемое равенство (21.2). Из (21.1) H (21.2)
получаем

А‹6‹у›‚а‹х»< su g inf Ilgy(e)—g.IIP(de). (21.8)
gy(6>e (x.6) @ г„е‹з‹х‚е›

Совершенно аналсгично доказывается, что под знак интеграла B (21.8)
можно внести зир. Необходимо только показать, что функция
inf{ ||gy— g,lllgx€G(x, 0)} непрерывна по gy. B самом деле,

if 2_ _ [_ 2 <g,e§}x.e)”gy gxll Нг, g)“

< inf 1— <in <2_ |1__2_
БХЕОСЪО) “gy gx“ gx€G(x.9)”\gy gx” + +811 gy”

Итак,

А (G (y). G (x)) < 5 A (G (g. e). G (x. 6» P(de).
e

Так как A (G (y, 0), G (x, 0)) g 2LK(0), LK(0) HHTerppreMa H A (G (g,
0), G (x, 0)) —› 0 при у —-› x (0 6 ®), то B силу теоремы Лебега о пре-
дельном переходе под знаком интеграла A (G (y). G (x)) —-› 0 при
у—+ х. Лемма доказана.

§ 22. Случайные липшицевыфункции

В настоящем параграфе изучается субдифференциал Кларка слу-
чайных липшицевых функций. Показано, что он является измеримвм
по совокупности детерминированных и случайных переменных много-
значным отображением. Этот результат используется для доказатель-
ства измеримости траекторий некоторых методов стохастической оп-
тимизации. Получена формула, относящаяся к субдифференциаль-
ному исчислению, а именно что субдифференциал математического
ожидания случайной липшицевой функции вложен B математичес-
кое ожидание субдифференциала этой функции (которое понимается
как интеграл от многозначного отображения).
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Заметим, что для выпуклых функций субдифференциал Кларка
совпадает с субдифференциалом выпуклой функции (множеством суб—
градиентов). Таким образом, имеем включение субдифференциала ма-
тематического ОЖИДания случайной выпуклой функции в математичес-
кое ожидание ее субдифференциала. Обратное включение (при дока—
занной измеримости субдифференциала) тривиально следует из суб-
градиентного неравенства для выпуклых функций. Таким образом
B выпуклом случае имеем известный результат —равенство субдиф-
ференциала математического ожидания и математического ожидания
субдифференциала. Доказательство этого факта для функций B аб-
страктных пространствах, сведения исторического и библиографичес-
кого характера имеются B [48].

Лемма 22.1. Пусть (®, 2)—измеримое пространство, функция:
f: En X ®—>E1 измерима по 068 npu каждом хЕЕ„ и липшицева
no x в каждом компакте К сЕп для всех 060, 0xf(x, 0)——субдиф-
ференциал Кларка функции f(-, 0) в точке x. Тогда многозначное

E
отображение дх}: Е„ Х (*)—› 2 " % ›‹ Е-иэмеримо и, следовательно,

5
имеет % Х Е—измеримые сечения. Отображение дхі (x, -): (*)—> 2 " из—
меримо по 0 npu фиксированном х.

Доказательство. Напомним, что

ддх, е)={ЁЕЕп|(8’ 60<і°<№ 9'61) VdEEn}

f°(x’9 d)=1im №811? [?(х+у+№і 6)—і(х+у‚6)]/7ь
Н|у|<б
<A<o

где f°(x, 0; сі)—произвоцная Кларка><‹Ёункции f(-, 0) no направлению
d ЕЕ… Покажем, что f°( ° и-змерима. Для этого достаточ-
но показать, что % Х 2--измерима93cpyHHuHH

a°(x, 0; d) =|SUP<6 [f (x + y + M, 0) —f(x + y,0)]/1». (22.1)

о|у<|+Ё$о

Пусть {у,} и {Am} —счетные всюду плотные множества B

{yEEnlllyfl<6} и {ЪЕЕ1|0<Ж<6}.
Тогда

ЖХ» 93 d) = 81336 [f(x + y + ш, 6) —f (x + y, е)“), _
Ъ'Ёіёь

.... Пт $ир [і(х+у+№9)—і(х+у‚9)1/%=
8++Ю|ШН$0

е$ж$6

== lim sup [f (x + у, + ита, 9) —і(х + y). (”]/7»… _
е-›+о ищи%

eSAm

- slug [f (x + у: + 17nd, 9) — f (x + ум епт… =-

=11гп тах“ [f(x +y1+ %‚„а, 0) —f(x+ у„ 0)]/}»m.
№ч®1‚пі<

207



Заметим, что ункции f(x + у, + ?»„д, 6) H f (x + у„ 0) каратеодорие—
вы на Е„ Х H, следовательно, % Х 2-измеримы (лемма 21.6).
Функция

[грёзы [f (x + M + %% 9) — f(x + у:, 0)l/Wm’

очевицно, % Х Е-изме има. Тогда ° -, -; d изме има как n едел из-P o P P
меримых функций. Следовательно, и f°(~, -; d) % Х Е-измерима. За-
метим, что f°(x, 0; .) непрерывна. Представим

дхі (x. 0) = {g E En I Ф (& x, 0) 5'5???) [(g. d) —- f“ (x, 9; 4)1< 0}-

Функция 1|:(g, -, -) % ХЕ-измерима при кажцом g (аналогично fg ( -, -; d)),
выпукла H непрерывна по g; no лемме 21.4 жид, x, 0) —нормальный
выпуклый интегрант на Е„ Х (Е„ Х 9). Теперь B силу леммы 21.5
многозначное отображение

(x, 9)—>дхі(х‚ 9)= {gEEnI1P(g» x, 0)<0}

% Х Е-измеримо H no Te0peMe 21.2 имеет % Х Е-измеримые сечения. В
силу замечания 21.2 из измеримости дхі (x, 0) no двум переменным
(х, 0) следует измеримость по одной переменной 0. JIeMMa доказана.

Следствие 22.1. Если функция f(x, 0) выпукла n0 x npu
каждом 0 u измерима по 0 npu каждом x, mo ee субградиентное
отображение (оно совпадает с субдифференциалом Кларка) дхі(х‚ 0)
% Х Е—иэмеримо, а отображение дхі(х‚ -)-и3меримо.

Теорема 22.1. Пусть (®, E, Р)—пространство с конечной n0-
ложительной мерой (например, вероятностное пространство), функ-
ция f: En Х @ + Е1 измерима no 0 E0 npu каждом x E Е„ и липшицева
no x в каждом компакте K : Е„ с конечной константой Липшица
LK (0) для всех 0E8, 6xf(x, 0)—субдифференциал Кларка функции

f (-.9) в точке x. Тогда д„і(х‚ -) :®—>2E" —- вьтуклозначное нор-
мальное отображение. Если, кроме того, f(x, 0) и LK(0) интегри-

руемы, то функция F (x) = ; f(x, 0)P(d0) липшицева в К с констан-

той LK =§LK(0)P(d0) и справедливо включение

6F (x) с é д,; (х, e) P (d0). (22.2)

Д о к а 3 а T е л в с т B о. Напомним, что множества дхі (х, 0) выпук-
в

лы H компактны (§ 2). Измеримость отображения дхі (х, -): 8+2 " до—
казана в лемме 22.1. Следовательно, отображение дхі(х, -) нормально.

Липшицевость F (x) очевидна: для х, у EK справедливо

(F(y>—F(x)|<§lr(y. е›—і‹х‚ 6›|Р‹ае›<пу—хн;вышила).
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Напомним, что

0F (x) = {gEEnHB ‹1)<Р° (x; d) VdEEn}, (22.3)
F“ (x; d) = lim SUP [f (x + y + M) — f (x + шт».

б++011у1|<6
0<71<6

Докажем неравенство

F0 (x; d) g S ‚=0 (х; 0) P (d0). (22.4)
8

Пусть fg(x, 0; d) определена формулой (22.1). Для у,), таких, что

||у||<б H 0<Ж<б‚ имеет место

ig (x, е; d); [f (x + y + Ad, е) — f(x + y. 9W-

Функции fg H 1‘0 % Х Е-измеримы H, следовательно, измеримы (см. за-

мечание 21.2). Кроме того, lfg (x, 0; d)|<LK (0) H lf°(x, 0; d)| g

<LK (0); поэтому они интегрируемы. Тогда

№ (x, е; d) P(de>> [f (x + у + M) —r(x + gm.
8

S (‘30, 6: №№)> sup № (х + у + и) _ f(x + „……
в №

В последнем неравенстве перейдем к пределу по 6+ 0. B силу теоре—
мы Лебега предел можно внести под знак интеграла; B результате

получаем неравенство (22.4). Обозначим Maxi (x, 0) = (0,)(x, 0)P(d0)
е

и Mf" (x, 0; d) = (f0 (x, е; d)P(d0).
e

Докажем равенство

Maxi (x, 6): {g E Еп | (g! d) < ^^]со (x: 9; d) Vd E En}. (22.5)

Сначала докажем, что левая часть (22.5) вложена B правую. Пусть
gE Maxi (x, 0). Согласно определению 21.10, существует интегрируемая

функция g (9) man. что g(e) €0.10. 6) и g = (g0) №6). Тогда
e

no определению дх/’(х‚ 0) справедливо (g (0), d)<f° (x, 6; d) для любо-

го dEEn. Интегрируя это неравенство, получаем

(g. d) < Mf" (x. 0; d) vd ЕЕ…

Следовательно, g принадлежит правой части (22.5), что и требова-
лось доказать.

Теперь предположим, что равенство (22.5) не имеет места, т. е.
существует 8% Мда: f (x, 0) H

g’ 6 {£651. l (g. d) < Mf° (x, 93 d) №16 En}.
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По теореме 21.3 Maxflx, 0)—выпуклый компакт; поэтому существует
g”EMOxf(x, 0) TaHoe, что

llg' — g” H = р (g3 Maxi (x, 9))-

Пусть d = g’—g”. B силу сделанного предположения для любого

g E мах, (x’ 6)

(g1d)<(g'. d) < Mf° (x, 9; d)- (22.6)

ПокажеМ, что этого не может быть. Определим

Gd(x. 9) = {g E En | g E'axf (x. 9). (g, d) = f" (x, 9: д)}-

Покажем, что 0+Gd(x, 0) —H3MepHM0e отображение. В самом деле,

Gd(xve) = {gEEnI¢(g.x,9) :151131 [(3 l)—f°(x. 9; !)] <о,

фё(8’х’е):—=—(89 d)—f°(x,0, d): 0} =

= {gEEnlq3(g,x, 0)..=_max(1p(g,x,e), _¢d(g,x,9))<0}

Функции ф (g, x, 0),—1pd(g, x, 0), ‹р (g, x, 0) выпуклы и непрерывны
по g H измеримы по 0, TaK как этим свойством обладают функции
(g, l)—f°(x, 0; l), а операции sup H max He нарушают этих свойств. Сле-
довательно, ср (-‚ x, -)— нормальный выпуклый интегрант на Е„ Х
Х @; B силу леммы 21.5 отображение Gd(x, -) измеримо. По теореме
21.2 существует измеримое (и интегрируемое) сечение g (0) E Gd(x,
0), T. е. g (0) E 6x)“ (x, 0) H (g (0), d) = f°(x, 0; d). Интегрируя эти вы-
ражения, получаем

g = S g (0) Р (d0) & мд; (x. e),
6

(g. d) = ( g g (0) №6» d) = мі° (x. е; d).
6

что противоречит (22.6). Итак, равенство (22.5) доказано. Теперь
из (22.3) — (22.5) следует требуемое включение (22.2).
Замечание 22.1. В работе [180] доказано неравенство

(22.4), a включение (22.2) установлено при следующих предполо-
жениях:

1) существуют проиЗВОДные по направлениям dE Е„ функций

f(°. 9

ТТХ, 9:41) = lim [f (x + M, e) —/°(x, 9W7»;
Ж.-++0

2) имеет место равенство f’(x, 0; d) = f°(x, 0; d).
Поскольку проиЗВОДная Кларка f°(x, 0; d) выпукла по d, то факти-

чески B [180] предполагается выпуклость по d производной по направ-
лениям f’(x, 0; d), T. e. локальная выпуклость f (~, 0) [49].
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§ 23. Случайные обобщенно дифференцируемые функции
и исчисление стохастических обобщенных градиентов

В этом параграфе изучаются случайные обобщенно дифференци—
руемые функции и их случайные псевдоградиентные отображения.
Показано, что класс обобщенно дифференцируемых функций замкнут
относительно операции взятия математического ожидания. При этом
математическое ожидание псевдоградиентного отображения (как HH-
теграл от многозначного отображения) случайной функции само яв—
ляется некоторым псевдоградиентным отображением математического
ожидания этой функции. В этом отношении обобщенно дифференци-
руемые функции аналогичны выпуклым функциям.

Благодаря указанным свойствам, а также B силу устойчивости
меТОДа обобщенного градиента оказывается возможным распростра-
нить метод стохастических обобщенных градиентов (стохастических
квазиградиентов 1411) на задачи стохастического программирования
с обобщенно дифференцируемыми функциями. Это будет сделано B
следующем параграфе. Существенную роль при этом играют стохасти-
ческие обобщенные градиенты функций задачи, которые являются
измеримыми по совокупности детерминированных и случайных пере—
менных сечениями случайных псевдоградиентных отображений. В
этом параграфе исследованы вопросы существования и построения та-
ких сечений.

l. Случайные обобщенно дифференцируемые функции.
Теорема 23.1. Пусть (®,2,Р)—и3меримое пространство с

конечной положительной мерой (например, вероятностное прост-
ранство). Функция f: En Х (0+E1 обобщенно дифференцируема no
xEE,, для 0E6) и интегрируема no 0 при каждом x, G): En Х (9+

+2 n—ee измеримое n0 0 npu каждом x псевдоградиентное (по х)
при каждом 6 отображение (например, 6‚(х‚ 6) = 6x)“ (x, 0)). Пусть
для каждого компакта K CEn существует интегрируемая функ-
ция LK (0) такая, что

ЗЦР{1|8|||НЕО;(Х›9)‚ХЕК}<Ьк(9).

Тогда F (x) = S f(x,0)P(d0) обобщенно дифференцируема и x+
e

+ Ор (x) = S G, (x, 0) P ((10) — некоторое псевдоградиентное отобра-
@

жение для Р (x).
Д о к а 3 а т е л ь с T B 0. HeoéxonHMo показать,
во-первых, что множества G: (x) He пусты, выпуклы и компактны,—

это следует из теорем 21.2, 21.3;
E

во-вторых, что отображение GF: En+2 " полунепрерывно сверху,
—это следует из леммы 21.7;

в-третьих, что справедливо разложение

F(y)=F(x) +(g.y—x)+0(x.y,g).
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где ko(x, yk.kgk)/ П yk—xu+0 для любых последовательностей yk +x

и g EGFW )-
По определению 21.11 для каЖДого gEGp(y) существует интегри-

руемое сечение gy (0) отображения 6‚(у‚ -) такое, что g = ng (0) =

= 8‘ gy(0)P(d0). B силу обобщенной дифференцируемости f(-,0)
e

справедливо разложение

?(у›9)=і(Х›9)+(Е›у—Х)+0(х‚у›8г9)› (23—1)
где 0(x,y,g;0)/|ly—x||+0 an произвольных y+x H gEG, (y, 0).
Подставим сечение gy (0) B (23.1):

№, 9) = №, 9) + (gy (9), у — x) + o (x, y. гу (9); 9). (23.2)

Очевидно, o(x, у, gy (0); 0) HHTerppreMa при интегрируемых gy (0).
Проинтегрировав (23.2), получим

о‹х‚у‚в› =Р‹у›—Р‹х›—‹г‚у—х› =(o(x.y.gy(0>;0>P(d0).
8

где g = Мяу (0)—
Пусть теперь заданы произвольные последовательности yk + x H

gk EGF (у“). Покажем, ЧТО 0 (x, у“, gk)/H yk — x || + 0. Действительно,
по определению интеграла для каждого ngGF(yk)cymeCTByeT HHTerpH-
руемое сечение gk (0) отображения G,(yk, -) такое, что gk = Sgk (0) X

е
><P(d0). Пусть llyk—xllge. Таккак lo(x,yk,gk(0); 0) ИШ" ——xll<
<L.; (0), где Le (@)—некоторая интегрируемая функция, и 0(х‚
yk,gk(0); 0)/Hyk—xll+0 при k+oo для всех 6, то B силу теоремы
Лебега о предельном переходе под знаком интеграла

lim 0 (х, 9k, ЕЁ) :5
k k .

1..... „_,/е_… lim "‘“ ’g (°…” P(d0) :о.
е k—mo llyk—xll

Теорема доказана.
2. Исчисление стохастических обобщенных градиентов. Рассмот-

рим задачу стохастического программирования

Р (х) =_= S f(x, 0) P ((10) + min, (23.3)
8

Где f(x, 0) удовлетворяет условиям теоремы 23.1. Пусть 6‚(х‚ 6)—
требуемое B условиях теоремы 23.1 псевдоградиентное (по x) отобра-
жение для функции f(-, 0). HaanMep, HM может быть, согласно тео-
реме 1.10 и лемме 22.1, субдифференциал Кларка дхі(х‚ 6); далее бу-
дут даны другие примеры подходящих 6‚(х‚ 6). Пусть g(x, 0) есть
% Х 2—измеримое сечение 6,(х‚ 6). В наших предположениях оно су-
ществует, так как в силу леммы 22.1, теоремы 21.2 и теоремы 1.10
существует % Х 2-измеримое сечение g(x, 0) 6д‚с/с (x, 0) C G) (x, 0).
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Простейший стохастический алгоритм для решения задачи (23.3)
имеет вид

x0 ЕЕ… xk+1= x" —— phg(x", 0k), k = 0, 1, ..., (23.4)

где х°—начальная точка, xk H x1"H —последовательные приближения
к решению задачи, рд—шаговый множитель, ОЁ—независимая реали—

., k k
зация случаиного параметра 666), g(x, 0 )—градиент подынтеграль-

U h 0 U "

нои функции f(x, 0) B точке x , являющиися стохастическои оценкои
градиента минимизируемой функции Р (х).

Пусть (S2, ЕФ) обозначает измеримое пространство, являющееся
прямым счетным произведением измеримых пространств (8, 2).
Обозначим через c0 последовательность {0k}; очевидно, (0 E Q. Onpe-
делим отображение nk: Q + @, являющееся проектором пространст-
ва Q = @ Х @ Х на Аг—й сомножитель @, т. е. nh(co) = 6". Будем
рассматривать точки траектории {xk} как функции от c0. Чтобы для
анализа траекторий {xk(c0)} (coE Q) можно было применять мет0ды
теории случайных процессов, необХОДимо прежде всего быть уверен—
ным B измеримости {xk(03)} как функций на (Q, ЕФ).

Измеримость траектории {xk (т)} алгоритма (23.4) устанавливается
рекуррентно. Функция x0 (03) = x0 измерима как константа. Если xk (оз)
измерима, то gk (ю) = g(xk(03), nh(c0)) измерима как суперпозиция из—
меримого отображения zk = (xk , пд): Q+En Х @ и % Х 2—измеримого
отображения ngn Х ®—›Е„. Следовательно, вектор—функция xk+1(03)
также измерима.

Таким образом, при построении методов стохастической оптими-
зации существенную роль играют измеримые n0 совокупности детер-
минированных и случайных переменных сечения обобщенно градиент-
ных отображений функций, стоящих под знаком математического
ожидания. Рассмотрим вопросы существования и построения _таких
сечении.

Пусть (®, E, P) —вероятностное пространство.
О n p e д е л е H H e 23.1. Функция f: E, X ® + Е1 называется

случайной обобщенно дифференцируемой (непрерывно дифференцируе-
мой, выпуклой, липшицевой), если она измерима по 6 6 @ при каж-
дом xE En H обобщенно дифференцируема (непрерывно дифференци-
руема, выпукла, липшицева) по х 6 Е„ для всех 0 E @.

О n p е д е л е H H е 23.2. Стохастическим псевдоградиентом
(обобщенным градиентом) случайной обобщенно дифференцируе-
мой функции f(x, 0) называется всякое 53 Х Е-измеримое сечение
g (x, 0) ее любого псевдоградиентного отображения G,(x, 0).

Л е м м а 23.1. Всякая случайная обобщенно дифференцируемая
функция имеет стохастические псевдоградиенты (обобщенные гради-
енты).

Доказательство. По теореме 1.10 д,](х, 6)с6‚(х‚ 6), а, со-
гласно лемме 22.1, отображение дхі(х‚ 6) % Х 2—измеримо; поэтому
(теорема 21.2) оно имеет % Х 2-измеримые сечения.
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Ле м ма 23.2. Пусть отображение G) (x, 0) % Х Е-измеримо; тог-
да его сечение

g(x, 0) = arg min {ll g III g E G; (x, В)}

также % Х Е-измеримо.
Утверждение леммы вытекает из результатов работы 1175, след-

ствие 4.31.
Лемма 23.3. Градиент g(x, 0) случайной непрерывно дифферен-

цируемой функции f(x, 0) % Х Е—измерим. Если f(x, 0) интегрируема
no 0E0 при каждом x и для любого компакта K C Е„ sup {ll g(x,
0)||| yEK} <LK (0), где LK (@)—интегрируемая функция, то функ-

ция Р (x)ES f(x, 0)P(d0) непрерывно дифференцируема, g(x)E
e

E S g(x, 0)P(d0) — ee градиент.
e
Доказательство. Градиент g(x, 0) непрерывен по x H измерим

по 6; по лемме 21.6 он % Х Е-измерим. Пусть К = {у|||у—х|| <3};
n0 условию леммы sup {|| g(x, 0)” | lly—xll g B} ng (0), причем
функция LK (0) интегрируема. В силу теоремы о среднем для непре-
рывно дифференцируемой функции f (-, 0) справедливы неравенства

|№, 0) —і(х‚ 13)—(g(x. 6). y—x)|
uy—xn <%" (9”

№6, 9) — гос, 9)“ < 2Ьк (0)-

Теперь B силу теоремы Лебега о предельном переходе ПОД знаком HH-
теграла имеем

„т F(y)—F(x)—(g(x).y—x)
y+x ”!)—Х”

=§lim РШ» (})—РОЙ 0)—(g(x, 6)» 51—х) P(dB) = 0;

y+x ”y—x“

 

333 ll g(y) — g (x))) < é lg н g(y, 9) — g (x, е›н 1006) = o.

что означает непрерывную дифференцируемость Р (х). Лемма доказа-
на.

Л е м м а 23.4. Пусть функция fa(x, 0) (a E KC Е…, x E Е…
6 6 @) измерима no 0 и непрерывна no (ос, х) вместе со своим градиентом
no xga(x, 0); K —компакт в Em. Пусть

f(x. 9) = max {Гаи 0)| a ЕК},
A(x, 9) = {aEKlfa(x’ 6) = f(x’ 6)}'

Тогда функция f (x, 0) обобщенно дифференцируема по х, множество
e' псевдоградиентов в точке x дается формулой

0106, 9) = СО {g EEn [E = ва (x, 9), 0‘ EA (xv 9)}.
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многозначные отображения (x, 0)+G,(x, 0) и (х, 6) +A (x, 6) %ХЕ-
измеримы, и если a(x. 0) есть % Х Е-измеримое сечение А (х, 6), то
ga(x.9) (x, 0) есть % Х Е-иэмеримое сечение G, (x, 0). Если, кроме того,

f(x, 0) интегрируема по 6 и для любого компакта ВСЕ„ имеет
место

$11Р… гих, 9)” l 06 E K, x E B} < Ьк‚в(9)‚

где Ьк‚в(6) интегрируема, то функция Р (х) = Sf(x, 0)P(d0) 0606-
e

щенно дифференцируема, Gp(x) = SG,(x, 0) P(d0) —— некоторое псев-
e

доградиентное отображение для Р (x).
Д о к а 3 a T e л ь с т B 0. Функция f (x, 0) слабовыпукла по x

[91]; поэтому она обобщенно дифференцируема (теорема 1.3) H G,(x,
0) — ee некоторое псевдоградиентное отображение.

Нетрудно показать, что для любого компакта D CEm функция
max{Fa(x, 0)|aEK П D} непрерывна по x H H3MepHMa n0 6, т. е. она
каратеодориева H, следовательно (лемма 21.6), % Х 2-измерима. Тоша
отображение А(х‚ 6) % Х Е-измеримо B силу % Х 2-измеримости мно-
жеств

{(№ 9)|А(Х› 9) П ВЧЬИ} = {(№ 9)! тах их. 9) =f (x. 9)}-
aEKflD

Отображение ga(x, 0) непрерывно по a, непрерывно по x
H измеримо по 6 (как предел измеримых конечных разностей);
согласно лемме 21.6, оно %Ет Х (%Ед Х 2)-измеримо. Если a (x, 0)

есть % Х Е-измеримое сечение А(х, 6), то сечение gm e)(x, 0) 0T06pa-
жения G, (x, 0) % Х Е-измеримо как суперпозиция измеримых отобра-
жений.

Пусть {а,(х, 0)};1 —счетное плотное семейство измеримых сечений

А (x, 0); ТОГда {gaz(x.6) (x, 0)};°=1— счетное плотное семеиство измеримых

сечений отображения

G}(x, 0) = {ga(x, 0)| 05E A (x, 0)}.

По теореме 21.2 G;(x, 0) % Х Е-измеримо, а по лемме 21.2 6‚(х, 0):
= со 6;(х‚ 6) также % Х 2-измеримо.

Обобщенная дифференцируемость Р (х) H псевдоградиентность Gp(x)
следуют из теоремы 23.1. Лемма доказана.

Замечание 23.1. Отображение A(x, 0) H сечение a(x, 0) EA(x, 0)
представляют собой точные решения задачи max {ic.(x, 0)|aEK}. Ha
практике эта задача решается некоторым алгоритмом (точно или при-

ближенно), т. е. n0 (x, 0) строится некоторое решение a(x, 0) H п0д-
ставляется в ga(x, 0). Чтобы гарантировать % Х Е—измеримость функции

g5” 0) (x. 9): неОбХОДИМО специально проверить, является ли результат

дос, 6) работы алгоритма % Х 2-измеримым.
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Пусть f0(y, 0) (yEEm) H [’,-(х, 6) (х6Е‚,‚ і: 1, …, т)—случайные
обобщенно дифференцируемые функции; G0(y, 0) H G,- (x, 0) (i =
= 1, 2, …, т) — их псевдоградиентные отображения; L0 (0, K0) H
L, (0, К)—соответствующие константы Липшица на множествах K0 C
C Em, K C В„, причем

SUP {H g II I gEGow’ 9), y ЕКО} <%@, K0)»

$ЦР {II g” I g 6G: (x, 9)» xEK} < Li (x, K)-

Введем вектор—функцию г(х‚ 6) = (f1 (x, 0), ..., fm (x, 0)) H n X m-ManH-
цу [g1 gm]. Рассмотрим функцию

f(x, 9) = №206, 9), 9) = МД (x, 9), fm(x9 9), 9)- (23-5)

Ее свойства изложены далее B леммах 23.5 — 23.8.
Л е м м а 23.5. Функция f(x, 0), определенная формулой (23.5),

является случайной обобщенно дифференцируемой, а отображение
x + Gf(x, 0), где

6106, 9) = C0{gEEn|g = [g‘ gmlg".

g°EG0(z(x, 0), e), giEGi(x, 0), і: 1, т}, (23.6)
является псевдоградиентным по x для f(x, 0).

Действительно, функция f0(y, 0) карате0дориева и, следовательно,
%Ет Х Е-измерима, а вектор—функция г(х, -) по условию измерима

(при фиксированном х). Тогда f(x, -) измерима по 6 при фиксирован-
ном x как суперпозиция указанных измеримых функций. Обобщенная
дифференцируемость f(-, 0) n0 x H псевдоградиентность G,(x, 0) an
каЖДом 6 доказаны B Te0peMe 1.6.

Лемма 23.6. Пусть для каждого компакта K0 C Em и каждого
компакта KC Е„ функции f0(y, 0) и [, (х‚ 6) (i = l, 2, т) огра-
ничены на К() Х @ и К Х @ соответственно, а соответствующие
константы Липшица L0 (0, K0) и L,- (0, К) ограничены на @. Тогда
сложная функция f(x, 0) удовлетворяет условию Липшица на К и
интегрируема вместе со своей константой Липшица, а функция

Р (х) = Sf(x, 0) P(d0) обобщенно дифференцируема и 6р(Х) :
e

= I G,(x, 0)P(d0) — некоторое ее псевдоградиентное отображение.
B
Действительно, липшицевость сложной функции f(x, 0) легко про-

веряется, интегрируемость f(x, 0) H G,(x, 0) следует из их измеримости
(леммы 23.5, 23.7) и ограниченности, а обобщенная дифференцируемость
Р (х) H псевдоградиентность Gp(x) следуют из теоремы 23.1.

Лемма 23.7. Пусть g°(y, 0) является %Ет Х Е-измеримым сече-

нием 60(у, 6), а g" (x, 0) есть %Еп >< Е—измеримое сечение 6,(х‚ 6)
(i = 1, 2, ..., т). Тогда функция

g(x, 9) = [g1(x, 9) g’" (x, е)] g0 (z(x, 9), 9)
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есть % Х Е-измеримое сечение G,(x, 0) (CM. (23.6)). Если G0 (1;, 0) и
6,- (х‚ 6) измеримы no совокупности переменных, то и G, (x, 0) % Х 2—
измеримо.
Д оказательство. Заметим, что измеримость вектор-функции

эквивалентна ее покоординатной измеримости; поэтому для доказатель-
ства измеримости g(x, 0) достаточно показать измеримость g0 (z(x, 0), 0).
Вектор—функция z(x, 0) каратеодориева, и B силу леммы 21.6 она
% Х Е-измерима; тогда g0 (z (x, 0), 0) % Х Е-измерима как суперпозиция
измеримых функций.

Докажем % Х Е-измеримость отображения (x, 0)+ G, (x, 0). Обо-
значим

G}(x. 9) = {gEEnlg = [g‘g2 g’"] g“.

g°EGo(2(x. 9), 9). 3" есле, 9)‚ і= l. m}.

T. е. со 6;(х‚ 6) = 6,(х, 6). В силу леммы 21.3 достаточно показать

измеримость (x, 0)+Gf’ (x, 6). Покажем существование счетного плот—

ного семейства измеримых по совокупности переменных сечений отобра
жения G’; n0 TeopeMe 21.2 отсЮДа будет следовать измеримость G’.
По теореме 21.2 существуют счетные плотные семейства % Х 2-изме-
риМых сечений {gao, no :1, 2...} H {gag р,- = 1, 2, …} отображений G0

H G,- соответственно. Очевидно, что функция

g” (x! 6) = [gh1(x’ 6) "' g(Tm (x! е)] gao (Z (х, 6), 6),

Где „ = (но, …, …, рт), является % Х 2-измеримым сечением G’. Се-
мейство {дц} счетно. Покажем, что множество значений {gu (x, 0)} плот-

но B G}(x, 0) для всех (x. 0). Возьмем произвольное g’ EG;(x, 0). По

построению существуют g3EG0(z(x, 0), 0) H g;.EGz (x, 0) TaKHe, что
g’ : [д; g,’n] g5. B силу плотности семейств сечений gilt существуют

g°k(2(x. 0). (%)—+8; и gf).(x, 0)+gg. Тогда
”‘О i

g”). (x. 0) = [3,13 (x, 0) g:;(x, е)] gig (z(x, e), е) = g’.

Лемма 23.7 доказана.
Л е м м а 23.8. Рассмотрим обобщенно дифференцируемую (см.

теорему 1.5) функцию максимума

f(x. 0) = max 1‘.- (x. е).
\l\m

Как показано в § 1, ee псевдоградиентное по x отображение задается
формулами

010% 9) = C0{gEEn I gz ЕС,- (X. 9), і61(х‚ 9)}. (23-7)

I(x. е) = Ш 1 << m. их, 6) = f(x. 6». (238)
Если g,- (x. 9) (i = 1, ..., т) являются % Х Е-измеримыми сечения-

ми 6,(х‚ 6), а {(x, 0) есть % Х Е-измеримое сечение отображения
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(х, 0)+ I (x, 0), то

g(x, 8) = g[(x,9) (Х, e)

есть % Х Е-измеримое сечение отображения 6‚(х‚ 6).
Если отображения 6, (і = 1, т) % Х Е-измеримы, то и G,

% Х Е-измеримо.
З а M е ч а H H e 23.2. Для построения измеримого сечения ото-

бражения G, B лемме 23.8 необходимы В Х Е-измеримые сечения ото-
бражения (х, 6) + I (x, 0).

Покажем, что отображение (x, 0) + I (x, 0) 73 X 2-H3MepHM0.
Конечное множество I (x, 0) замкнуто. Для любого замкнутого В C
C E1 множество

{(x, 0)|/(x. 0) n В+ @} = {(x. 0)| 1112); M10 9) = f(x. 9)}
1<і<т

% Х Е-измеримо‚ так как f(x, 6) H f,(x, 0) каратеодориевы. Следова-
тельно, отображение (x, 0)+! (x, 0) % Х 2—измеримо, и по теореме
21.2 существуют % ХЕ-измеримые сечения отображения (x, 0)+! (x, 0).
Рассмотрим, например,

і(х‚ 0) = min {il iEI(x, 0)}.

Функция і (х, 0) 73 X E-HsMepHMa, так как 73 X Z-HsMepHMBI лебе-
говские множества (сЕЕд

{(x. 9)| №6, 9)<0} = {(х, 9)|1(x. 9) П {Г|Г<С}== И}-

3 а M е ч а H H e 23.3. Если B условиях леммы 23.8 функции і,(х,
6) (i = l, 2, ..., т) удовлетворяют условию Липшица по x B компакте
К C En с константами Ь‚-(6), то функция максимума f (x, 0) удовлет-
воряет B K условию Липшица с константой L (0) =1 max Ь,(6). Если,

<і<т
кроме того, і,(х, 6) интегрируемы вместе со своими константами Лип-
шица, то и функция максимума интегрируема вместе со своей кон-
стантой Липшица, H B силу теоремы 23.1 функция Р (x) = I f (x,
0) P (d0) обобщенно дифференцируема. 9

Доказательство леммы 23.8. Сечение g(x, 0) 73 X 2-H3Me-
римо, так как 73 X 2-измеримы лебеговские множества (с6Е‚,)

{(x, 0)| g (x. e) = с} = ‚Д ‹{‹х‚ 0)| ((x. e) = k} n {(x. e)! g. (x. е) = c».
Докажем 73 X 2-измеримость G,, если G, (i = l, ..., m) 73 X E-H3Me-

римы. В силу леммы 21.3 достаточно показать измеримость отображения

(х, 6)—-›6;(х‚ 6) = {gEEn | gEG,- (x, 0), iEI(x, 0)}.

Пусть {ЕЁ’ЧЖ О)}ЁЁЁ, (і = 1, …, т)—счетные плотные семейства
.73 Х 2-измеримых сечений О,. Достаточно рассмотреть случай т = 2.
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Определим функции:

№(x, e) = {gr (x. e). i. (x. 9) > r. (x. e).
833416, 9). f1(x. 9) <f2(X. 6);

37106.9). 1% (x. 9)>1°2 (x. 0).

834% 9): I106, (”$1306. 9)-

Напомним, что 1‘1 (x, 0) H f2(x, 0) каратеодориевы; поэтому
Щ…(х, 6) и ЬЁ'”’(х, 6) 73 X 2-H3MepHMBI. Очевидно, набор {hf‘v’oz 0).
h?” (x, 6)}‘,’‚°„,‚____1 является счетным плотным семейством измеримых
сечений отображения G’. Лемма доказана.

ЬЁ‘”*(х‚ 0) = {



ГЛ АВА 7

РЕШЕНИЕ СТОХАСТИЧЕСКИХ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧ

 

В настоящей главе основное внимание уделяется численным мето-
дам решения стохастических задач, B которых не существует непре-
рывных произв0дных функций цели H ограничений, а значения функ-
ций не вычисляются точно и имеют вероятностную природу.

Рассматривается следующая экстремальная задача:

Р0(х) E M f0(x, 0) +min

при ограничениях x

F,(x)=Mf,-(x,0)<0, і=1,2, ...,m, (C)

xEXCEn,

где 6 — элементарное событие некоторого вероятностного пространст—
ва (®, 2, Р), М —знак математического ожидания.

Основная трудность решения задачи (С) состоит B TOM, что при фик-
сированном x вычисление Р,-(х) (i = 0, 1, …, т) требует значительных
усилий, так как это связано с вычислением многомерных интегралов.
Вместо таких значений Р,(х) (i = 0, l, ..., m) обычно имеется возмож-
ность наблюдать при данном x значения случайных величин ‚‘,-(х, 6).
Поэтому в задачах (С) нельзя широко применять мет0ды нелинейного
программирования, и для их решения развиваются свои стохастичес-
кие методы.

Изучаемые в этой главе численные методы позволяют решать за-
дачу (С) в условиях, когда законы распределения 0 неизвестны, но
существует способ вычисления случайных величин [,(х‚ 6) (i = 0, l,
.., т). Эти же мет0ды применимы и тогда, когда вероятностные свой-
ства 0 заданы, но вычисления функций Р,(х) (i = 0, 1, ..., т) либо
невозможны (неизвестна зависимость функций і,(х, 6) от 6), либо слиш-
ком сложны.

Различают прямые H непрямые методы стохастического програм-
мирования. Если известны вероятностные свойства 6 и задана анали—
тическая зависимость і,(х, 6) от 6, то ма тематические ожидания в (С),
по крайней мере B принципе, могут быть вычислены. Тогда задача
(С) формально перестает быть стохастической. В непрямых методах
стремятся получить зависимости Р,-(х) (i = 0, l, ..., т), а затем при-
менять методы нелинейного программирования. Иными словами,
вместо стохастической задачи рассматривается ее детерминирован-
ный вариант. Поэтому успех применения непрямых методов в значи-
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тельной степени зависит от вероятностных свойств 6 H свойств функций
fi(x! 0)‘

Методы, основанные на информации о значениях ‚‘,-(х, 6) или ана-
логов их градиентов, называются прямыми меТОДами стохастического
программирования. При решении практических задач функциональ—
ные зависимости ,f,-(x, 0), как правило, нелинейны, а векторы x H 0
имеют большую размерность. Поэтому найти аналитический вид функ-
ций Р,(x, 6) чаще всего не представляется возможным, поскольку это
связано с определением математических ожиданий, являющихся мно-
гомерными интегралами Лебега.

Если вероятностное распределение 0 задано, то вычисление і,(х,
6) СВОДИТСЯ к МОДелированию случайных величин с заданным законом
распределения. Этот процесс обычно осуществляется на ЭВМ с n0-
мощью преобразований ОДНОГО или нескольких независимых значе-
ний случайной величины, равномерно распределенной B интервале
[0, 1].

Существенная особенность прямых МеТОДОВ состоит B TOM, что они
применимы для решения задач, B которых законы распределения 6
неизвестны. В процессе оптимизации сложных объектов могут возник-
нуть ситуации, когда формулировка вероятностных свойств 6 пред-
ставляет значительную трудность и необХОДимо решить задачу без
аналитического исследования вероятностной модели. Для примене-
ния прямых методов требуются только наблюдения 61, 62, …, 0h,
параметра 6. Поэтому эти методы могут быть широко использованы
для оптимизации систем на основе имитационного моделирования.
Прямые меТОДы составляют основной предмет исследования данной
главьь

Сделаем еще некоторые общие замечания о технологии решения за-
дач стохастического программирования. Во—первых, стохастичность
задачи может ярко проявляться не во всей допустимой области, а толь-
ко, скажем, B некоторой окрестности решения, T. е. вдали от решения
дисперсия градиентов целевой функции может быть мала по сравнению
с самими градиентами и задача почти детерминирована. Поэтому вна-
чале следует применять мет0ды нелинейного программирования, ус-
тойчивые по отношению к ошибкам используемых градиентов. Если
известен аналитический вид случайных функций задачи, то, прона—
бЛЮДаВ Одну или несколько реализаций случайных параметров задачи,
можно вначале интеграл — математическое ожидание — заменить HH-
тегральной суммой и для минимизации этой суммы применить мет0ды
нелинейного программирования (негладкой оптимизации). По ХОДу
действий нужно периодически следить за дисперсией градиентов це-
левой функции. Если она становится сравнимой с самими градиента-
ми, то следует использовать стохастические аналоги устойчивых
методов нелинейного программирования. Если дисперсия станет
больше самих градиентов, то следует либо путем дополнительных Ha-
блюдений уменьшить эту дисперсию, либо переходить на простой метод
стохастических градиентов, так как сложные методы B такой ситуа-
ции становятся не лучше простого.
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§ 24. Методы усредненных стохастических градиентов

В [41] для решения задачи выпуклого стохастического програм-
мирования предложен метод типа стохастической аппроксимации —-
метод стохастических квазиградиентов, использующий градиенты
случайной функции, стоящей под знаком математического ожидания,
и операцию проектирования на выпуклое множество. В [73] этот ме-
тод усовершенствован и распространен на бесконечномерный случай.
В [91] метод стохастических квазиградиентов распространен на зада-
чи стохастического программирования со слабо выпуклыми функция-
ми (см. § 1). B настоящем параграфе рассматривается метод стохасти-
ческих обобщенных градиентов для решения задачи стохастического
программирования с обобщенно дифференцируемыми функциями при
ограничениях. Рассматриваются также мет0ды с усреднением стохас-
тических градиентов, B частности стохастические аналоги методов
тяжелого шарика и овражного шага (см. § 14).

Рассмотрим задачу невыпуклого стохастического программирования:

Р (х) E M [(х, 6) = тіп (24.1)

при ограничениях

h(x)<0, xEEn, (24.2)

где 66@; (@, 2, Р)—вероятностное пространство; f(x, 0): Е„ Х @=
= Еі—случайная (измеримая по 6 при кажцом х) обобщенно диф-
ференцируемая (по x для всех 6) функция, интегрируемая вместе со
своей константой Липшица Ьк (6) для каЖДого компакта К C En;
функция h: Е„ =Е1 обобщенно дифференцируема, причем h(x)+ + 00
при ||x||++oo.

По теореме 23.1 функция Р обобщенно дифференцируема. Предпо-
ложим, что известны некоторое измеримое (по 6 при каждом x) псев-
доградиентное (по x для всех 0) отображение 6‚(х, 6) функции f(x, 0),
а также 73 X 2-H3MepHMoe сечение g, (x, 0) отображения (x, 0) + G,(x, 0
Как показано B §23, Tpe6yeMBIe G, H g, существуют. По теореме 23.1

Gp(x) = SG,(x. 0) P(d0) есть некоторое псевдоградиентное отображе-
@

ние для Р (х) H g)(x) = Mg,(x. 0) EGF(x). Предположим, что также
известны псевдоградиентное отображение О„ (х) H его борелевское сече-

ние g),(x)EGh(x). Требуемое сечение B силу замкнутости Gh: Е„=2Е"
существует (лемма 21.2).

Обозначим

0F (x). h (x) < 0,

G(x) = со {Gp(x), Gh(x)}, h(x) = 0,

G). (x). h (x) > 0; (24.3)

_ €106: 9), h(x) < 0.

g (x’ е) _ Ignx. е), h(x) > 0.
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?унёцгя g(x, 0) 73 X 2-измерима, так как 73 X 2-измеримы множества
CE n

{(x, 9)] g (x. 9) < C} = ({(x, 9)| gr (x. 9) < c} П
n {(x. 0)| h(x>< 0}) u «(х, 6): gm. 0) <о} п {(x. ел п‹х›> о».

Обозначим множество псевдостационарных точек задачи (24.1),
(24.2) Х* = {х E13,, | 0 EG (x)}.

Введем обозначения:
@ = @ Х Х @—і-я декартова степень @;
6і = (00, ..., 6,-_1) —элемент пространства @;
2" :2 X Х 2 =‹7{А0 Х X A;_)|AhE2, 0<k<i}—-0-anre6-

pa, являющаяся произведением i о-алгебр 2;

Р‘ = Р Х Х Р-— вероятностная мера на (@Ё Ж), являющаяся
произведением i Mep P; (Bi, 2‘, Pi)—COOTB€TCTByIOLuee вероятностное
пространство;

Q = @°° = @Х @ Х …— счетное прямое произведение пространств @;

2„,=2°° =2 X 2 Х =0{А0 Х А, Х ...IAhEZ, іг>О}—счетное
произведение о—алгебр 2.

Меры Р‘ на (@і, Е‘), согласно теореме Ионеску Тулча (см. [133]),
можно единственным образом продолжить до некоторой вероятностной
меры Ро, на (£2, 2…) так, что выполняется соотношение

P‘{A|AEE‘}=P.,,{A >< @ >< ох ...)AEB‘}.
Тогда (S2, 20,, Р…)—вероятностное пространство.

1. Метод усредненных стохастических градиентов. Метод предна-
значен для решения задачи (24.1), (24.2); он порождает случайную по-
следовательность {xk (т)} приближений к решению задачи согласно
следующим соотношениям:

х° (0)) = x0 E En, (24.4)

„… (а» = x" (..)—9,123.), (24.5)
k

Pk (w) = Ё ж…е' (…„ H. (..), (24.6)
g. (m) = g („ (w). n. <…», л, «в) = 6… (24.7)

Н,. (co) = Н, (х° (ш), …, х’ (00), g0 (о)), ..., 3’—1(ш))> v> 0, (24.8)

тде 0) = (60, 61, ...) E9; 0, (r = 0, 1, ...)—независимые реализации слу-
чайного параметра 66@; отображение g(x, 0) определено B (24.3) H
ограничено по x B каЖДом компакте К СБ„ равномерно по 6;
Н,(х°, ..., x', g”, ..., g’—‘) —— борелевская функция от своих аргументов,
ограниченная B каЖДом компакте из (Е„)2’+1; ю—некоторая положи-
тельная константа; р„‚ г„ Ж„—детерминированные функции от пере-
менных k H r, удовлетворяющие следующим условиям:

k

2.20, 2 ж,‚=1 (24.9)
r=r);
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(для удобства считаем, что 71h, = 0 an rE [0, @));

k оо
. ` _ _ .

0<рд <р‚ 1.1.13 ‚ё,? — 0, £091. — + 00, (24-10)

°° °° 2 0'0 min(k,s)

2 (27%…) = X №3 Z №№< + оо. (24.11)
r=0 k=r k,s=0 r=max(rk,rs)

Замечание 24.1. Предполагается, что соотношения (24.4)—
(24.8) выполнены для всех 0369. Случайный процесс {xk((0)} paCCMaT-
ривается B вероятностном пространстве (Q, 2… РФ). Векторы g' (со) на—
зываются стохастическими (B $2) обобщенными градиентами функций
задачи B точках х’ (0)), величины Н‚(оз) являются нормирующими коэф-

фициентами, а направления Pk((0) Можно назвать усредненными стоха-
стическими градиентами.

Замечание 24.2. Измеримость траектории {xk (01)};°=0 устанавли—

вается рекуррентно. Функция х°(ш) = х°‚ очеВИДно‚ измерима. Если
х°‚ …, xk(m), g°(01), ..., g7“1 (01) измеримы, то gk(0)) H3MepHMa как су—
перпозиция измеримого отображения z" (е)) = (xk(01), л„(ш)): Q + Е„Х@
и 73 X E-H3MepHMoro отображения g: Е„ Х 6=Е‚, (B этом месте ис—
пользуются 73 Х Е-измеримость сечений 3‚(х‚ 6) и борелевость gh(x)).
Величина H,(co) измеримаогкак суперпо‘зиция измеримого отображения
y’ (ш) = (х° (01), ..., x' (01),,30.0,.(01) ,gr-i ((о(о)) : £2 + (Е‚,)9'+1 и борелевской
функции Н,: (Е„)2'+1=Е1.Отсюдаьследуеъ что и xk+1(m) H3MepHMa.

3 a M е ч а H H e 24.3. Вне допустимой области {x | h (x) g0}
задачи (24.1), (24.2) метод усредненных стохастических градиентов
(24.4) —(24.11) фактически работает как детерминированный метод
усредненных градиентов (14.22) —(14.ЗЗ). Поэтому его ограничен-
ность (для любого (0) можно обеспечить так же, как B чисто детерми-
нированном случае, т. е. либо за счет выбора достаточно малых шагов
р„ < р, либо используя механизм возврата B начальную точку (см.
§ 14).

Замечание 24.4. Если существует оценка ||g,(x, 0)|l< L,(x) для
всех 6, где Ь,(х)—непрерывная функция, то условие ограниченности
g)(x, 0) no x B каждом компакте из Е„ равномерно по 6 заведомо
выполнено.

Замечание 24.5. Пусть известна оценка ||М3‚(х‚ 0)||<H(x),
тде Н (х)—непрерывная функция; тогда нормирующие коэффициенты
можно взять B следующем виде (v> О):

Н (ш)={ ”WWW“ h(x’(w))<0,

’ Ilgh(x'(w))u+v. н‹хг‹…»>о_

В другом варианте можно полагать

H0(c0)=const, H,(0J)=||P'—l(0))||+v, v>0, r=1,2,...
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3 а м е H а н H е 24.6. Условие (24.1 1) выполнено, если

то I?

2(912 р‚)<+°°‚
k=0 r=r)?

что имеет место, например, при k— rhgconstUa) или при рд =c/k“,

k—(c,+c2kfl)<r,<k. 0‚5<ос< 1. 0<3<2a_ 1; e., с„ с2>0.
При указанных 01, В выполнено также (24.10).

Замечание 24.7. Можно, следуя [73, 143], для ускорения схо-
димости метода усреднять минимизирующую последовательность

{xk(0))}§°=o, HaanMep, следующим образом:

Ё° (w) = x" (w).

12"(0) = (1 —1:,,)§c"‘"(co) + т,)! (03), №; 1, (24.12)

170:], 0<Th<l, Zth=+oo. (24.13)
k=0

Если {рд} удовлетворяют (24.10), то B силу леммы Абеля—Дини *) ус-
ловиям (24.13) удовлетворяет последовательность

„
+, = (1,./E р„ ь; 0. (24.14)

r=0

Лемма 24.1. Пусть Х*= U X}, тде Х}(і61)—связные множе-
iEJ _

ства. Тогда {я"° (СО)} СХОДИТСЯ при условиях (24.13) к множеству Х* =

= U со X}.
161 k

Доказа тельство. Обозначим (D? = П (1 —т‚) H для удобства
t=r

k

положим ФЁ+1 = 1. Заметим, что CD",c gexp <= Z т,) и при условии
t=f

(24.13) 1ітФЁ = 0 для любого фиксированного г. Для любых sE(0, k]
k—voo

справедливо представление

k k

x'6 «о) = Ё 1:.<Df+1x'(w)= Ё ufx’ (co) +
п=0 r=s

s— k

+ ФЗ (21 \?Ёх' (0)) — Z nfx'(01)\) ; (24.15)

:0\. t=s /

 

") Ф H x T e H г о л ь ц Г. М. Курс дифференциального H интегрального Hc-
числения. Т. 2.— М.: Наука, 1966.— 290 с.
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„$ = т‚Ф’:+,/‹1 — ФЕ), r 61s. k];

V: = TrCDf+1/(D§. Г E [01 3);
s—l k

2 vf = Z щ“ = 1.
Г=0 Г=$

Как будет показано #(теорема 24.1), при условиях (24.9) — (24.11)

последовательность {xk (03)}210 cxonHTcn к некоторому связному под-
м’гножеству Хто) множества решений Х. В (24.15)первое слагаемое

Z ще х’ (01) an достаточно больших s H Bcex k>>в будет находиться
Г=$

B сколь уголно малой окрестности выпуклой оболочки со X220,” а вто-

рое слагаемое стремится к нулю при k+ + 00. Поэтому {x№}Ё.°=о схо-
дится B сколь угодно Малую окрестность со Х„… Лемма доказана.

3 а м е H а H H e 24.8. Если B задаче (24.1), (24.2) имеются еще
линейные ограничения Nx = b, где N —матрица размера т >< n,
а Ь есть т-мерный вектор, то можно воспользоваться меТОДом проек-
ции (стохастического) градиента на линейное подпространство L0 =
= {x | Nx = 0}, как это было сделано B § 10 для мет0да обобщенного
градиента. В § 10 было показано, что проекция псевдоградиента функ-
ции Р(х) на подпространство Ьо является псевдоградиентом этой
функции, рассматриваемой только уже на линейном многообразии Lb:
= {xl Nx = b}. Спроектированные псеВДоградиенты можно исполь-
зовать B любых методах оптимизации Р (х), работающих B многооб-
разии Lb. Ввиду перестановочности операции проектирования на Lo
H операции взятия математического ожидания спроектированные сто-
хастические градиенты функции Р (х) = М[ (x, 0) будут стохастичес-
кими градиентами функции Р (x), рассматриваемой уже как функция
на многообразии Lb. Поэтому, используя спроектированные градиен-
ты, можно запускать рассматриваемые мет0ды стохастического про-
граммирования B линейном многообразии Ь„ и решать задачислиней-
ными ограничениями.

Теорема 24.1. Пусть задача невыпуклого стохастического npo-
граммирования (24.1), (24.2) решается методом усредненных стоха-
стических градиентов (24.4)— (24.11). Пусть множество Н* =
= {h (x) | 0 E G), (x), h (x) > О} не содержит интервалов. Предположим,

что последовательность {xk(01)}2°=0 ограничена для любого со; это
имеет место, например, при достаточно малых величинах р=5ир р„

k k>0

u R = sup р,. Тогда:
іг>о

r=r)?

либо все предельные точки {xk (01)} He принадлежат допустимой
области D = {x | h (x) g 0}, а принадлежат множеству Х,: == {х | 06
66„(х)‚ h(x)> 0} u существует предел l1mh(xk(01))> 0;

400
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k „
либо все предельные точки {x (01)} принадлежат допустимои

области D; в этом случае минимальные из них n0 значению Р
РФ—почти наверное (РФ—п.н.) принадлежат множеству Х* = {х6

6Е„ |О EG (x), h(x) <О} и интервал [11mF(x (01)), Итоо F(x (01))]

Pw-n. H. вложен в множество F* ={f(x)leX*}. 50/114:an этом Р*

не содержит интервалов, то все предельные точки {xk (01)} РФ-.п H.

принадлежат связной компоненте Х* и РФ—п. H. существует предел

11m F(x"(w».
+00

Лемма 24. 2. Пусть существует с> max(0, h(x°)), не принадле-
жащее Н*. Tогда для любого d>c найдутся достаточно малые р'
и R’ такие, что для любой последовательности {pk}, удовлетворяю-
щей (24.10) с р<р’ и К<К’‚ для всех 01 последовательности

{xk (01))}. запущенные из х° согласно (24.4)—(24.9)‚ не выходят из
ограниченной области {x|h(x) < d}.

Доказательс(тво. Лемма справедлива B силу того, что вне
области В„: {x|h(xх)>е>0} для достаточно больших k метод
усредненных стохастических градиентов минимизирует детерминирован-
ную функцию h(x) H поэтому работает как детерминированный меТОД
усредненных градиентов. Действительно, предположим противное;
тогда для некоторого d>c найдутся {pf } (s=0,1,...) с sup pf:

іг>0

——__’р = 0 H sup 2 pf—— R’+0 такие, что соответствующие последо-
r=fk

вательности {xf(015)} (015EQ), запущенные из точки х° для s = 0, 1,.

(01‘ 69), уходят на бесконечность. Вьтделим индексы ks(015) H ts (013)
такие, что при kE(k,, t,)

h <fo (com = в < h (x5 (08» < d < h (x: («0811. (24.161
Последовательность {x:5(015)}§°=0 ограничена; не теряя общности, будем

считать, что lim x55 (01‘) = x'. B предположениях (24.10) H B силу (24.16)
S+oo

HMeeT Место

lim h(xfs (035))—_ lsimw h (xkS'H (015)) = СЗ Н*;

поэтому х’ & XL. Представим

хг“ (… = x5018) — 9: P502) = x5018) 451303),
где

_ k

Ри "“ Pk 2 "kr/Hr (°"),
'='іг

k

WW): H (01)___—3 (m””)/2—H[(08)
r=rk
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Для достаточно больших s an kE[ks, ts] H г> rh HMeeT место g' ((08):
= gh(x; (01$))EG,,(x;(015)), H мет0д усредненных стохастических градиен-

тов работает как детерминированный метод усредненных градиентов.
В этом случае

IIg'(w)II<F=sup{||g(x,0)|||h(x)<d}<+00,

1T3.5301")Ec0{Gh(y)|lly—x((w~°‘))|l<5’£}
k

k —___ =— 0, .6 ГЕ р;< @ Г:;‚р р;= s+oo

r=rk r=rk

Возьмем 6> 0 такое, что max {h(y) |||у—х||< 6}<d. B силу (24.16)
H непрерывности h (y) последовательности {xf(015)},:=kS (s—— 0, 1, ...)

вых0дят из б-окрестности точки х’. Обозначим через т,; моменты пер-
вого такого выхода. При достаточно больших s H kE [k3,ms) HMeeT

mS—l

место || Pf [|< Г< + 00 H 2 pf} о > 0. K последовательностям
k=ks

{xf(01),)kE [12,, ms]} anMeHHMa лемма 141, минимизирующее свойство

2) которой противоречит построению (24.16). Лемма доказана.

Лемма 24. 3. Предположим, что последовальности {xk (01)}, no-
строенные согласно (24. 4)—(24. 11), ограничены равномерно no 01.

Пусть g” (01) = мше' (01) | х° (01), ,x' (01) -— условное математическое
ожидание по 01 функции g' (01) npu фиксированных x0 (01),... ,x' (01);
определим величины

 

нь»: ЁиЁН„;;, (g (41— №№». (24.17)
r=rt

Тогда сл чайная последовательность k 01 °°_ P -n. H. имеет n едел.
0 k—O 01

Доказательство. Обычно такого р0да утверждения легко
следуют из теории мартингалов [133]. Здесь некоторая трудность B
TOM, что последовательность {ЕР (01)}k_0 He является мартингалом отно-

сительно потока о—алгебр, порожденных случайными величинамиk _
{x (m)}Z°=o. Мы искусственно построим последовательность {§§(01)};°=0,
близкую к {§§(01)};;°=0 H являющуюся мартингалом относительно потока

о-алгебр, порожденных {xk(01)}Z°._o. Можно преобразовать:

k—l k—l k—l

Ёе : 2 Pt tr 3')/Н‚ : E (E (”#91) (gr—ngHr =
i=0 r=r) r=0 t=r

k—l оо k—l 00

= X (2 (”під) (gr —§r)/H,. - 2 (2 Ktrpt) (gr —§')/H,.
t=r Г=0 t=k

     

_.
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Случайная последовательность

k—l оо

E: (0)) = 2 (Z Atrpt) (gr _ gryHr

r=0 =r

06p33yeT мартингал относительно {xk(01)}i°=o. Пусть

г = sup supng"(co1u < oo-
0169 1220

Для случайных величин
k—l

6%» = Ё (Ё 1.1).)(1; —g’)/H
r=0

справедливы оценки
Ir 00 со k

k 21‘ 2I‘
„б II< —v 2 (2 Aopt) = TX 912 2"tr =

r=0 !=]? t=k r=0

оо k q(k) ‘70?)
2P 2P 2P

:TZP‘Z ?\‚‚‚<—\,— 2 Pt<T 2 09
t=k r=r; t=k t='q(k)

где величины rt H rm) получаются из г„ заменой k Ha t H q(k) соот-

ветственно; q(k) = sup{t|t2k.rt<k}. Так как q(k)+ + 00 при

k+oo, T0 B силу условия (24.10) || 6k ||+0 an k+oo.
Справедливо

2 00 со 2

MIIE§(w)II“< 4,2 (Ё №,) <+oo;
r=0 t=r

 

отсюда M|l§§(01)||<1+Mu§g||2<+oo, H так как {Ё3(со)};°=0

есть мартингал, то последовательность {Ёе (01)}, a следовательно, H

последовательность {gk (01)}Ф-п. H. имеют предел (см. [133, с. 496]).

Лемма доказана.

Лемма 24.4. Пусть, 01 таково, что {go (01}‚,_0 имеет предел.

Предположим, что 1101 xk‘(01) = x(01) e X“. Обозначим

ms(e,01)=sup{m|||xk (01)—x||<e npu kE[ks,m)}.

Тогда найдется Е(ш) такое, что для любого eE(0, B] существуют
индексы l (01)E[k (01), mk(e, 01)] такие, что

1) F (x (01)) = lim F(xk8(01)) > [_im F(x8(01)), h (x (01))< 0;

2) h (x (01))—— [1mh (xS (01)) > Hi? (x13 (01)) h (x (01)) > 0;

3) F (x (0))):811m F (хs (01))> sli—m F (168(0)), 02 3Eh(xls(01)),

h (x (01)) = 0.
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Д о к а з а т е л ь с т B o. Справедливо представление

xk+l(°3) = xks (_(0) Ё Pt 2 Atrg/Hr =
t=ks r=r)

=х*з«о›— 2 9.2 №№—а*+‘«о›=
і=іг5 r=r!

= х*з‹ш›— 2 № («»—$:" «в) = ii? (@)—ЕЁ” («»›
t=kS

где

xks(@= Z 0:17 (<0)=xk (0))—9th (Ф)» (24-18)
t=ks

Р‘ (01) Z A,,g'(0101),/H (01), (24.19)
r=rt

;! (01) = Mmg' (01) | хо (01), ,x' (01), (24.20)

ешо» = j p. 2 ?»„(е’(‹о)—ё' («»›/Нда».
t=n r=rt

Вместо {_xk(01)}2°=0 будем изучать поведение близких последователь

ностей {хЁ8 (01)},0k (s-— 0,1,...), генерируемых при фиксированном 01

детерминированным методом усредненных градиентов (24.18)— (24.20),
B котором используются псевдоградиенты функций F H h, взятые не

"k kB точках x (01), a B близких точках x (01), причем

ll 312 «о) — х“ «о) „ < и £52.01) „ < 555 и 11.01)” = 6k. «»›

H lim Gks (01) = O, TaK как по условию леммы сходится ряд §3° (01).
8-+®

Заметим, что _

|№" (0))—F(x; (co))|<L найди)”,

lh (16 ((Ф)—“(№8 (03))l< thlEks (Ф)"

где LF H Lh—KOHCTaHTbI Липшица функций F H h для компакта,

солержащего {x (01)}Z°=0. ОТСЮда следует, что разности [F (x (01)) —

—F (хЁ (01))| H [h(xk (01)) —/ъ(хЁ (01))| могут быть сделаны равномерно

по k сколь угодно малыми при достаточно больших s.
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Пусть lim ЁЁ: (01) = lim xks (01) = x(01), 0 & G(x). ПокажеМ‚ что

последовательности {1755.55(01)}k2ks обладают следующим локальным ми-

нимизирующим свойством.

Существует Е(со) такое, что для любого еЕ(О‚ E(01)] найдутся ин-
дексы I8 (01) > k8 такие, что для достаточно больших s выполнено

I|x§s(01)—x(01)||<8 при k6 [k3, !,) H имеет место:

1) F(x(01)) ___ lim п}? (01))> ii‘rfiF (if: (01)). h(x(01)) <0;
8400 5 s-roo _ s

2) h(x(01)) = 11mh(x,':: (co))>1irnh(x;: ((о)), h (x (01))>O;

3) F00)» =1im №:; (Ф))>Ті1—пР (;;: <…>), 0> m №1; «в»,
h (x (01)) = О.
_ Указанное минимизирующее свойство последовательностей

{x25(01))k>ks (s = O, 1, ...) аналогично свойству леммы 14.2 H означает

просто устойчивость мет0да усредненных градиентов (24.18)— (24.20)
по отношению к ошибкам величин, ВХОДЯЩИХ в запись метла, а
именно по отношению к ошибкам B точках, где берутся псевдогра-
диенты функций. Из этого свойства устойчивости детерминированного
меТОДа усредненных градиентов, которое в свою очередь следует из
устойчивости метода обобщенного градиента (лемма 14.1), ввицу бли-
зости последовательностей {xk (01)},Qks H {x§s(01)}k>k< следует утверж-

дение леммы.
Итак, покажем, что к последовательностям {fos (01)}k>ks (s: 0, 1,...)

применима лемма 14.1, откуда и будет следовать требуемое миними-
зирующее свойство этих последовательностей. Обозначим

Г = sup || gk (01) Ii. 0:5 = 9… k2 ks? 58 = SUP Pk;
k>0 k>k/ s

6g=llghll+ii99 63=Su ||E§|l+£sup ЁЁ)!"С S v r r *);: S v ‚32,35, rk

r=k =

Отметим, что

1іш58=1іш 63 =0 и 2 p25: +oo.
Ч-ЪЮ s+oo

иги

# (…) Eco {a (y) I N y — £2,011 < 65:5}. 12> k...

Значит, все условия леммы 14.1 выполнены, откуда следует миними-
.. ., _k k

зирующее своиство последовательности {ka (01)}k9ks H {x (01)},9 ks°

Лемма доказана.
Д ока за тельс тво те оре м ы 24.1. Ограниченность всех после-

довательностей {xk(01)}§°=o (0169) an достаточно малых р = ksup pk H
>0
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k

R—_-sup р, следует из леммы 24.2. Из (24.5) —(24.10) следует,
»о

r=r k

что limllxk+l(01)—xk(01)ll= ‚ для всех (069. Обозначим через &’
іг-ьоо

множество тех 01, для которых, последовательность {E(",‘(01)};;°=,0 (CM.

(24.17)) имеет предел. В силу леммы 24.3 P01 (82’) = 1. Теперь для
каждого 01 E 82’, используя лемму 24.4, можем доказать утверждение
теоремы 24.1 точно гак же, как это сделано для детерминированного
метода B теореме 14.2. Теорема доказана.

Рассмотрим кратко стохастические аналоги других методов невы-
пуклой негладкой оптимизации.

2. Метод стохастических обобщенных градиентов задается следую-
щими соотношениями:

x0 (01): x0 E Е…

х*‘н (w) = xk (w) —— №“ (0))/H). (w),
g’Ww) =g<x*(w).nk<co)). ……) =01. k=0.1....

k=0 k=0

Здесь 01, g" (01), Нд (01) Te же, что H B (24.4)— (24.8). Очевидно, дан-
ный метод является частным случаем метода усредненных стохасти-
ческих градиентов; поэтому для него также справедлива теорема 24.1.
Для ускорения сходимости метода последовательность {xk(01)} можно
усреднять согласно (24.12), (24.14).

3. Стохастический меТОД тяжелого шарика имеет вид:

x0 (01) = x0 ЕЕ… Р° (01) = g0 (01), (24.21)

x"+‘ (w) = xk (co) — №" (m). (24.22)
Pk (co) = (1 — тд) P"‘I (co) + уде” (0))/11,00), (2 4.23)

g" (m) = g (xk (01), n). (0)). a). (co) = 6… (24.24)

O<V<Vh<L b<9k+1<ph9 Zpk=+001 Zpg<+°°.

k=0k=0

(24.25)
Здесь 01, gk(01), Нд (01), ark (01) имеют тот же смысл H удовлетворяют
тем же условиям, что H B методе (24.4)—(24.8) усредненных стоха-
стических градиентов. Отметим, что lim рд/уд = О.

й—ню

Напомним, что уравнение Движения (24.22) можно преобразовать
к следующему виду:

х*+‘ (co) = и (w) — рите“ («»/щ «»› — p. ‹1 — … р*—1‹…)=
= х’* «о) —- иж“ (0))/H. (co) + 1):: (1 — w.) ‹х" (w) — х“ «о»- 
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Для данного метода выполнены утверждения о сходимости в виле
теоремы 24.1. Поясним, почему это так.

Во—первых, стохастический метол тяжелого шарика (24.21) —
(24.25) можно представить B виде (14.44) — (14.46). Тогда вне области
В& = {x | h (x) > в >О} для достаточно больших k OH будет рабо-
тать как детерминированный метол усредненных градиентов, H его
ограниченность равномерно по 01 можно обеспечить с помощью ме—
ханизма возврата в начальную точку, описанного в § 14.

Во-вторых, метод можно трактовать как некоторый модифицирован-
ный детерминированный метод усредненных градиентов.

Справедливо представление:
k

Pk (0)) = Z Ahrgr/HN жёг 20> 2 ›”м = 1:

(=0 r=0

Хде: П(1_Уі)› A1m='Yk; жы- =1?) П (1 —Y1)1
i=1 i=f+l

0 < г < k.

Теперь представим траекторию:
R 1

xi“ (0) = x"‘(01)— 2 ' 2 №711, =
&=&‹ r=0

k

= х*г' (co)— 2 и 2 MW. —E¢:+‘ (m) =
t=k’. ’=Г1

: <…> — 2 № <…> _ 2:110) = 11:11 0) —- 4;“ (co).
t=k

где
,
‚‹

Eff: ((53) ": 2 0113100) = Elli. (°)) _ Рьрй ((0)!

(=А ,

p (СО) : 2 ›“!гЁ—Г ((:))/Н,. ((0)!
r=0

ё’ (c0) = Mmg‘ (co) I x0 (w). . x'(co),

52“ «от = Z 102 м, (g’ (m) — &’ (…»/щ…).
t=k. "=0

Представим
["&—1k

pk = 2 ?\vhrg—l/Hr = 2 ›”нгёГ/Нт _}- Z "hl'ér/H'"

{=0 (=гk r=0
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Обозначим

|
|

k k k

rzrkxk Нгё/Е жёг, 91;:ka Ahrv‘

Ik—l

=2 1» —/Ё
r=0 r=r);

Так как 11m ph7yk g lim ph/v = O, то существуют rh, удовлетворяющие
!г—ъоо k-voo

условиям леммы 14.4.

Предположим, что последовательности {хЁ (01)} ограничены равно—

мерно по 01. Обозначим Г = sup sup || gk (01) || < ос.
0169 k>0

Выбе ем г согласно лемме 14.4, Toma lim А’? = 0. С четом вве-P h У
іг-ьоо

денных обозначений перепишем

+++ (01) = x1200) —p..P «о›—— ха: «о›— о;‹<2’*«о› + AW». (2426)
х’ьН (01) = Eif‘ (01) — E12“ (01).

Для каЖДого 01 соотношение (24.26) можно рассматривать как
детерминированный метод усредненных градиентов, B котором исполь-

зуются псевдоградиенты функций задачи, взятые не B точках хЁз (01),
ka B близких точках x (01), H усреднение градиентов осуществляется с

некоторой ошибкой A" (01).
Если мы покажем, что sup НЕЁ (01) ||—›О РФ-п. н. при 3—› оо, то,

k>k.
используя устойчивость меюда обобщенного градиента (теорема 14.1),
можно доказать минимизирующее свойство H сходимость РФ-п. н.
стохастического метода тяжелого шарика точно так же, как это сде-
лано для метода усредненных стохастических градиентов в лемме
24.4 H теореме 24.1.

Таким образом, необходимо показать, что РФ-п. н. СХОДИТСЯ после-

довательность {ЕЁ (01)}, где

к—1

аз«1»= 2p. 21.. (g’ (@)—Шоун (w) k> 0
t=0 r=0

TaK же, как в лемме 24.3, представим

R—l l ‚‘с—1 k—l

ЕЁ = Z .012 М‚(е’—ё')/Н‚= 20(2 9:71„)(в'—ё’)/Н‚ =
(=0 r=0 t=r

—1 ос k—l 00

= "(Z №) <g’ — ‚@)/н, — Z (Z мгр,) <g’ — ‚@)/Н…
i=0 =r {=0 t=k
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где

2 Mo, < @, Ё (1 — „’+' = (1.711 < + оо:
i=7 [=!

00 00 t_f

2 №, < рд 2(1—11) =ph/v< +<>0 при r<k
t=k (=1?

Случайная последовательность

ЁЁ (С°) = 2 (Z Мг?!) (g,_ ngHr
Г=0 [=!

образует мартингал отнйосительно потока о-алгебр‚ порожденных слу-

чайными величинами {xk(01)}§°=o.1/1Mee'r место

M.II'§g(m)112< ..:52м‚р‚)<\ LE”Ё92(Ё 1..)
t=rГБО r=0

y(i (1— ”Н)“;\varv: Ё “ < + °°°
Г=0

 

®

   
Поэтому мартингал {gg (01)};=0 HMeeT предел РФ-п. н. Для случайного
вектора k 1

бд ((0) = Z (2 №01) (g! —§r)/Hr
r=0 t=k

справедливы оценки

k—l оо

”6 (03)”< —Рн2 2ж1г<
r=0 t=k

k—l оо t 2F

iQPkr§§e(l—Y) <трд+о‚ k—>oo.

Таким образом, последовательность {§§(01)};°=0 имеет предел РФ-п. н.
Схоцимость стохастического метода тяжелого шарика обоснована.

4. Стохастический метод овражного шага. Детерминированный
метоц овражного шага подробно рассмотрен B § 14. Его стохастичес-
кий аналог для решения задачи (24.1), (24.2) имеет вид

х° (01) = уО (01) = x0 6 En, (24.27)

у++‘ «в) = x (m) —№ (m) (24.28)

ег" (w) = g(x (m). n). (0))). m. (w) = 9,, (24.29)

:!“ «о›=у"+‘ (w) +1412?“ «»›—уч…», k=0.1.... (24.30)
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где множители градиентного шага pk H овражного шага ›‚д удовлет-
воряют условиям:

О…вщ,рь 2Щ=+®‚ЁЩ<+®‚ mm)
k=0 k=0

0 < ж‚„‚< ж <1. (24.32)
k

Здесь 6k, 01, g (01), пд (01) имеют тот же смысл, что H для метода

усредненных стохастических градиентов (24. 4) —- (24. 8), a xk (01) yk(01),
pk,AhaHaJIorHHHb1 соответствующим величинам B методе овражного
шага (14. 48) —(14. 50).

Предположим, что существуют индексы гд<іг такие, что
lim г„ = + 00 H
k-voo

k k

lim 2 (1,. = 0, lim 2 Х’Г’ р‚ = + 00. (24.33)
k—voo r=r]: k—roo f=fk

B @ 14 было показано, что такие г,1 существуют для (1k: const/ka,
О<ос< 1.

Заметим, что если для некоторых rh выполнены условия (24.33),
то имеет место

k

lim жир, = 0. (24.34)
k—voo

r=0

Действительно, представим
k k 'Ie*I
2 жіг—грт : Z ›»іг—гріс + хй—гд Z Arkirpr.

r=0 r=rk r=0

Справедливы оценки
k k ’k—1

2 Avknrprg 2 Pk) 2 ’“rk—rpг\ _pT— < + °°’
'=’k r=r,e r=0

kk
_ Ak_'k ›…Ежй fpr<2 pr 1+ ’2 1:). +0.

f=0 r=r); 2 ›“Ё—Грт

r=r,a

 

k—>oo.

Как H B детерминированном случае, метод (24.27) — (24.32) мож-
но привести к виду

x0 (co) = x° e Е… Mo) = x° —- (I + 10)pog°(w).

x"+' (co) = х“ (co) — ‹1 + м) №“ «в) +
+ №„__,е"" «в) + M. (x‘ (w) — х’“1 «о».
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Из этих соотношений следует, что

x"+‘(o>) = х” «о) —p..g"<w)— Ё 1,…11.9.1500). (24.35)
r=0

TaKHM 06pa30M, метод (24.27) — (24.30), B сущности, работает, как
метод усредненных стохастических градиентов. Поскольку ж‚<›„<1‚
то основную роль B правой части (24. 35) играют стохастические гра-

диенты g’ (01) с r, 6JIH3KPIMHk K k, T. e. стохастические градиенты,

взятые B точках, близких к x(.01)
Для метода (24.27) —(24.30) также справедлива теорема 24.1.

Доказательство этого факта провоцится так же, как доказательство
сходимости стохастического метода тяжелого шарика. В частности,
ограниченность последовательности {xk (01)} равномерно по 01 можно
обеспечить с помощью механизма возврата B начальную точку, опи-
санного B § 14.

Представим соотношение (24.35) B виде

xk+l (01) = х,? (01) — (1th (01), (24.36)

12

Ы№=Ём@№‚
г=о

№=1+№ жд,:%ж‚ж‚+1...жд<%№'+д O<r<k.

Начиная с некоторого момента ks, наряду с (24.36) будем рассмат-
ривать близкий процесс

%№=№№‚

Хкіиэ=щ‹щ—южЧщ=х m)—:1HHH=
*:*/*$

= x). (0))—pk? «о›—Ё№… kpré'm). (24.37)
r=0

Ё№=Ёмёщ
r=0

Е№=ММё№№№›.Щщ
‚'+' (01) H xk+(01) есть следующая связь:Между x

xHWH=fi“0)—H“w)

3Wm= ЁиЁыш—ш

(24.38)
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Таким образом, можно считать, что процесс (24.37) для каждого co
как бы порождается детерминированным методом овражного шага с
_т_ем отличием, что градиенты для этого метода берутся не B точках

xks (m),a B близких точках xk (03), причем || xks ((о)—х" (оз) ||=

=|l§§s(c:)|[. Если ряд Е3°(со) сходится, то sup HE:S (m) ||—›О при 5—›оо.
k> S

Соотношение (24.37) можно привести к виду (14.56), H тогда, ис-
пользуя устойчивость метода обобщенного градиента (теорема 14.1),
можно доказать минимизирующее свойство H сходимость РФ-п. н.
стохастического метода овражного шага точно гак же, как это сделано
для метода усредненных стохастических градиентов в лемме 24.4 и
теореме 24.1.

Итак, осталось показать, что ряд §3° (03) имеет предел РФ-п. н. Как

H B лемме 24.3, представим
Ё—4 k—4

&ММ:Ё(Ём№уё—ё№{мл—$щ‚
”=0

k—J ш

ёлщ=Ё(Ёмлуд—гъ
п=0 1:4

Ё—4

6k (03) = Z (ZMot) (@]—' g)-
г=0

где

Предположим, что последовательность {xk (m)}2°=0 ограничена равно-

мерно по 0). Обозначим Г = sup sup ||g' (03) || <оо. Случайная после-
$69 r>0

довательность {&Ё(ш)} образует мартингал относительно потока о—ал-

гебр, порожденных случайными векторами {xk (с))}. Справедливы оценки

мп Е:; «о) ||2<<41” Ё (Ё №) <
г=0 і=ч

‹» «> 2 оо

<41“2 Ё рЗ<1 + 2 23") < 4r2(1+ Ё)“ 2 р3<оо. (24.39)
”=0 =“ ПВО

7eПоэтому мартингал {§O(m)} Hz’lEET предел РФ-п. н.

Для случайных величин б (ml) справедливо
k—l a) ‹»

пб «о›н<<21“ Ё Ё ж‚‚р‚< 2P Ёp. ЁW“ <
r=0t=k t=k

g 21‘ Ё жир, _› о, k—+ 00 (см. (24.34)).
г=Ю

Таким образом, последовательность {§§(w)} имеет предел РШ—п. н.

Сходимость стохастического метода овражного шага обоснована.
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§ 25. Методы конечных разностей B стохастическом
программировании

1. Метод стохастической аппроксимации. Это один из первых пря-
мых методов решения стохастической задачи на безусловный эксгре-
мум. Впервые он был предложен B работе [174] для поиска B прост-
ранстве Е„ корня функции F (x) = Mf (x, 9). Затем B [155] подобные
процедуры использовались для минимизации F (x).

Метод стохастической аппроксимации Кифера — Вольфовица,
предложенный для минимизации F (x), определяется соотношением

" :‘(х’Ч—А e..0k)—f(xk —A e., ед)
Hi = xk _ k ' h ' ei, 25.1

x pk 2 Ah ( ) 

i=1

где 0’a — независимые наблюдения 6. Сходимость последовательности
(25.1) к минимуму F (x) обычно исследуется B предположении, что
Р (х) — непрерывно дифференцируемая функция.

Небольшое видоизменение процедур стохастической аппрокси-
мации приводит к стохастическим методам минимизации негладких
функций вероятностной природы. Построение этих меТОДОВ связано со
сглаживанием функций приемом, который изучался в гл. 1.

Пусть при фиксированном @ функция f(x, 6) удовлетворяет локаль—
ному условию Липшица, т. е. для некоторого ограниченного множества
Х B En существует такая константа L(G) B [0, оо), что

|і(х›9)—і(у‚9)|<Ц9)НХ—уП

для любых точек x, yEX. Далее считаем, что ML(0)<oo.
Возьмем

х,+а‚ xn+a

(gulf S S F(yu--..yn)dy1...dyn,F(x,oc) = 

где Р(х) : Mf(x,0). ., ..
Из результатов гл. 2 легко заметить, что случаиныи вектор

g(x, a), определяемый формулой

во…) = % Z [f(Sév ‚х, +a, ‚і… 0k) —
i=1

—і(Ёс„ . x) —a, ‚52… 6")] е„ (25.2)
удовлетворяет условию

^^ (E (x, 0‘) Ix) = VF (16.06),

где х, (i =- l, ..., n) — независимые случайные величины, равномерно
распределенные на отрезках [xi — a, х,. + oc], Од — независимые на-

блюдения 0.
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По аналогии с формулами (4.7), (6.1) введем конечные разности
следующего выда:

 

Ё ;(2+Аеі‚е*)—; (£43k)

 

A е„ (25.3)
i=1

р " k k "' k- /‹х+Ан‚-‚6›—і‹х‚6›E A (1;, (25.4)
[=

|
_
-

для которых

М(Е(Х›ОЬ)|Х) = VFW“) +11, llb|l<CA/a

Следовательно, стохастические конечно—разностные методы мини-
мизации Р (x), обобщающие процедуру стохастической аппроксимации
Кифера _Вольфовица (25.1), определяются соотношениями

xk'H = xk —- pkg (xk, och), (25.5)

Где вектор g(kach) вычисляется по одной из формул (25.2) —(25.4).
Теорема 25.1. Пусть выполнены условия

00 со A

Eph=w’ Epg<°°’ ”&'—>09 _’1___›О,

k=0 k=0 h

or. —›0‚k рн —+ О, ML2 (8) < 00.

.Тогда все предельные точки последовательности {xk} c вероятностью 1
принадлежат множеству Х*Е {х* | ОЕдР (х*)}; последовательность
{Р (xk)} сходится с вероятностью 1.

Доказательство проволится аналогично данному для теоремы 4.1.
Соотношение (4.10) не совсем очевидно. Из условия ML2(6) < оо вы-
текает, что с вероятностью 1

2 Pk (E (ХК, ah) _ VF (хг, ссд» < 00,
k=0

откуда с вероятностью 1

94 (E (xk. ah) — VF (xk. %))—› о.
Аналогичный факт имеет место и для формул (25.3) — (25.4). Поэтому
из соотношения

№ = xk — 9th (xk. a.) + p. (VF (xk. a.) — aM a.»

следует (4.10). ВЫВОД условий (4.12), (4.13) проводится так же, как и
в теореме 4.1.
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2. Игровая стохастическая задача. Метод стохастической аппрок-
симации (25.5) может быть использован для решения более сложных
задач, когда классический метод (25.1) неприменим. Стохастические
задачи игрового типа возникают при выборе оптимальных решений в
условиях, когда на результат решения оказывают влияние несколько
факторов, которые можно разбить на три группы: одна группа конт-
ролируется первым игроком, другая —вторым игроком, интересы
которого протлвоположны интересам первого игрока, a третья —
случайные переменные 6.

Пусть первый игрок принимает решение x H3 допустимого множест-
ва X, второй — решение у из допустимого множества Y, a состояние
природы 6 является элементарным событием некоторого вероятност-
ного пространства. Предположим, что второй игрок делает свой вы-
бор после первого игрока и ему известны выбор x первого игрока и
состояние природы 6. Если при этом f (x, y, 6) — сумма, которую вто-
рой игрок получает от первого, когда природа находится в состоянии
6, то ожидаемый проигрыш первого игрока составит

Р (х) = М max f (x, y, 6), x E X. (25.6)
HEY

Тогда первому игроку следует выбрать x, минимизирующее функцию
F (x) при условии x E X.

Трудность решения этой задачи заключается B TOM, что только в
редких случаях можно найти явный вид Р (х). Кроме того, функция
Р (х) не будет, вообще говоря, непрерывно дифференцируемой даже
при достаточно гладкой f (x, y, 6).

Предположим, что Х, Y _выпуклые ограниченные замкнутые
множества, H пусть при каждом x H 6 существует такое у (x, 9), что

f (x, y (x, 9). 9) = max f (x. у, 9).
er

mef (x, y, 6) — выпуклая по x функция.
Тогда для минимизации Р (х) (25.6) применйм метод

W = M ос" — p.11 (xk. a.» (25.7)

в котором вектор n (х,“, ah) определяется по одной из следующих фор-
иул:

7;:— 2 [f (Elf, ... 9х? + ah, ... ‚ ;;, у (xk, eh), ей) __

i-l

_ " (391" 4x? — a» ‚ x2. y(x”. 9*). ет 4. (25.8)
п ”k A , k’ek,0k_ ”k, k,9k,9k

2’05 + he: y(x : ) f(x y(x ) )el, (25.9)

!=
h

”k k k k 9k _ ”k k k"тих +А„…‚у‹х‚е›‚А> I(x.y(x.e).e") ‚‚_ (2510)
h

 

i=1
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Т е о р е м a 25.2. 17усть выполнены условия

Ердаощ 2p§<oo, —а——›О‚ ah—>O, ML'(9)<oo.
13:0 ищо "

Тогда с вероятностью 1 предельные точки последовательности

{xk} принадлежат множеству минимумов функции (25.6).
Доказательство почти не отличается от доказательства теоремы

25.1. Следует учесть, что

м (n (x". a.) l x". у cc". B"). e") == Vf(x". y cc". 6") e". a.) + Ь…
Где f(x,y(x, 6), 9,06) —сглаженная по x функция вида (2.1), ||bh||<

<CL(6k)Ak/ock. HpH исследовании сходимости метода основную роль
играет неравенство

F (x) — F (x") > м (g (x", y (x", e"), e"1x"), x —x"), (25.11)

где g cc". 4 (x". e"). e") е аг ‹х". у cc". 6") e").
Очевидно, что

f(x. у (x. O"). 6") — f (x". у ‹х’і e"), e") >

> r (x, y (x", e"), 6") — r („*, y (x". e"). e") >
> (g(x". y(x". 0") e"). x —х*›.

Взяв условное математическое ожъщание от обеих частей этого нера-
венства, получим (25.1 1).

3. Скорость схолимости. Пусть выполняются предположения,
сформулированные в § 7, F (x) — сильно выпуклая функция,

М (F (x) —f(x, В))2 <02, xEX,

X —выпуклый компакт, L —константа Липшица функции Р (x)
Ha множестве D :) Х. Исследуем поведение следующего мет0да:

"+‘ =- «x (x" — ()3 (x". o4». (25.12)
где g(xk, ah) определяется по формуле (25.2).

T e о р е м а 25.3. Пусть выполнены условия (7.13) u, кроме того,
В — 4рь > 0. Тогда для последовательности (25.12) имеет место
оценка

x

Ф‹/е›мпх*—х=п*<с‚
где

k‘”, Б<1 или Б==1‚ 2№>Ф›

Фиг) - іеФ/іп k. Би 1. 2b?» == «p.

ф == min {р, В —— 4n}.
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причем при 2ьж>тр‚ 6: 1

lim sup km н x" —x* ||2 < d(2b). _трг‘,
р-юо k>p

где

d1 = 2Lb VLx—‘n V72, если и < 1/5,
d = a2 = n (ob/m)2. если „> 1/5,

d3 = (11 -|— d2, если р = 1/5.

Скорость сходимости почти наверное метода характеризует
Т е о р е м а 25.4. Пусть выполнены условия теоремы 7.4, а так-

же ф+Б+1>О.Тогда

Р {stgg t" и х’ — х* и > a} < C(k"/a)21qa.(k)1-1. а > o.
где /

О<м<шіп{щ——1,ЬА‚}‚

q) (k), если 6 = 1,k =
Ф1( ) {ігф+в_1‚ если Б< 1.

Из теорем 25.3, 25.4 следует, что если 6 = l, 10 ЫьЬ >3, .1 =
= 1/5, то как среднеквадратическая скорость схщимостн, так H ско-
рость сходимости почти наверное являются наибольшими`. Тогда

lim sup WM” x" — x* № < d3 № —i)".
t—voo із)! 3 5

B TOM случае, когца направление спуска выбирается по формуле
(25.4), среднеквадратичное отклонение k-ro приближения от точки
минимума при оптимально выбранных параметрах имеет порЯДок
k— /6.

Теоремы 7.1 —7.4‚ 25.3, 25.4 показывают, что случайные помехи
B целевой функции B значительной степени влияют на скорость схо-
димости конечно-разностных методов.

§ 26. Операция усреднения

Операция Усреднения случайных функций f(x, 6), градиентов, а
также конечно-разностных аппроксимаций оказывается очень полез-
ной при решении самых разнообразных задач стохастического про-
граммирования. Как правило, структура метоцов, изучаемых B этой
книге, следующая: строится некоторая последовательность точек
x"+l == x" + pkd (лсд), удовлетворяющих условию x" E X, где Й —
ограниченное множество B Е… a вектор d (x") (B общем случае слу-
чайный) задает направление движения из точки x".

Рассмотрим последовательность

z"+‘ =.- z" + ад (f (x", 9") — 2"), (26.1)
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где 2° —начальное приближение, ah —положительные множители,
6’" —независимые наблюдения параметра 6. 3aMeTHM, что если а,. =
=- l/(k + 1), 2° = O, то

2… _ f (x°, 00) + + f (x". e")
_ k + 1

поэтому можно говорить, что z" получается с помощью операции ус-
реднения. Различие между операцией усреднения (26.1) H обычным
усреднением, проводимым B пределах закона больших чисел, заклю-
чается B TOM, что распределение вероятностей случайной величины f (x,
0) зависит от многомерного параметра х, который изменяется B про-
цессе поиска минимума Р (х).

Вначале покажем, что если случайная величина f (x, 6) ограничена
для всех x, 6, т. е. | f (x, 6) | < С (С — некоторая константа), то yc-
редненные оценки z" (k = О, 1, ...) также равномерно ограничены.
С практической точки зрения это требование не является существен-
ным, поскольку при реализации численных мет0дов на ЭВМ оно вы-
полняется автоматически. Несколько позже условие ограниченности
[ (x, В) будетопущено.
Л е м м a 26.1. Предположим, что

|і‹х‚е›л<с‚ 2°н=°°› ak—+O.
k=0

Тогда в итерационной процедуре (26.1) величины z" равномерно ограни-
чены.
Д о к а з a т е л ь с т B 0. He ограничивая общности, считаем

а,. < 1; поэтому

k 1 k
lz + l<lz |(1—аь)+Саь.

Отсюда, полагая по определению

k

П (1 —а,) = 1»
l=k+l

получаем неравенство
k h h

Iz"+‘I<Iz°In(1—a.)+cza. П ‹1—а‚›. (26.2)
:—0 3-0 I=I+l

Покажем, что первый член стремится к нулю при k —› оо. Из разло—

жения
2 3

_ak __ ад (1k _ ab

е _ 1—Тг +21— 31" +
следует, что

——ak
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Поэтому
k

срЕехр {— 2 а‚}> fi(1—as)'
s=0 $=0

Величина (p стремится к нулю, так как 2 ah = оо; значит.
k=0

k

П(1_аз)’+0-
..o

Представим второй член суммы (26.2) B виде
k

2“: Й(1—ат)=Ё(й(1—01)—й(1—01))-
:==-0 l-s+l s=0 l=s+l t=s

Отсюда
kя k

Ха, п (1 —a,) = 1_ n(1_a,)<1.
s=0 l=s+l l=0

Лемма доказана.
Если не предполагать ограниченности f (x, 6), то усредненные оцен-

ки z’" могут принимать сколь угодно большие значения. В этом слу-
чае 2" определяются no формуле

2"“ = я, (2" + a. (f (‚е, 6") — 2"».
Где z — ограниченное множество. В дальнейшем эта ситуация особо
не оговаривается, и для простоты обозначений считаем, что оценки

1H" определяются no формуле (26.1). Сформулируем основное утвер-
жцение этого параграфа. Обозначим через Bk о-алгебру, индуцирован-

ную случайными векторами х°‚ 2°, ,xk, 2“.
Теорема 26.1. Пусть выполнены условия

® m р

Zak=oo, Zai<oo, —a—h-—+0,

k=0 k=0 "

М H s(x") ||а < оо, Mf‘(x, e) < со,
и пусть функция Р (x) = Mf(x, 6) удовлетворяет условию Липшица
в области Х. Тогда предел последовательности {z"—F (x")} c ве-
роятностью 1 равен нулю.

Доказательство проведим от противного, используя схему, описан-
ную B §4. Сначала покажем, что с вероятностью 1

|2’.’k+l —zk|—>0.
Заметим, что

м (r (x". 6") 18.) = F (x"):
поэтому из условий теоремы с вероятностью 1

Ё a. (F (x’) — f (x". 6"» < оо.
k=0
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Следовательно, из необходимого условия СХОДИМОСТИ рядов вытекает,
что

21. (i (2". 6") — F (x"))-> 0.
Поэтому из соотношений

= 2" + 21. (F (2") — 2") + 21. (r (2". 6") — F (x’))
вытекает, что с вероятностью 1

|z"’+l —zk | —›О.

Предположим, что существует сходящаяся подпоследовательность

(28 (co) — F (x8 ((о)) —› d ;& 0.

Можно указать такие положительные числа s H 3, что 2б—окрестности
точек (zs—F (хз)), $$$, не ссдержат нуля. Покажем, что k(s)<oo,
где

/г(3) = min {r||(z' —F(x')) —(zs—F(xs)) | >6, r>s},

б<8/2.

Выведем неравенство, из которого будет следовать этот результат.
Все ограниченные величины обозначим буквой С. Опуская некоторые
выкладки, получим

(2k+1 — F (x”+‘))" <

< (2" — F (2") + F (2") — F ($“) + a. (і (2". 6") — 2"»2 <

< (2" — F (x"))2 + 2 (F (2") — F (x"+‘))2 + 222(1 (2". 6") — 2")2 +

+ 2 (2" — F (x’)) (F (x")— F М“» +

+ 2a. (2" — F (x’)) (r (2". 6") — 2") < (2" — F (x’))" +
+ Cpi + Cafe + Срд + Th — 2a,)l (2" — F (Н))”, (26.3)

Где

T. = Cog ( 11 d (2") ||” — м 11 d (2") 1121 в,.) + 422 (1262". 6") —

— M12 (2". 9513,) + Co. ( 11 d (2") 11 — M 11 d (2") 11 изд) +

+ 2a.. (2" — F (x")) (і (2". 6") — F 62"».
Заметим, что из неравенства

мна‹х*›|Р|Вь<оо
вытекает

M11d(x")1113,,< со,
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поскольку

11 d (2") 11 < 1 + + 11 doc") №.
co

Из условий теоремы 2 Th < со с вероятностью 1. Согласно предпо-
k=0

ложению, для точек zk— F (де”), принадлежащих б-окрестности точки
zs—F (x‘), k2}, выполняется соотношение

Ы—РМ№>&

По условию теоремы сумма С(рі + afi + pk), начиная с некоторого

номера 3 (k >3), He превосходит 62ah/2. Поэтому, просуммировав не-
равенство (26.3), получим

k— k-ol

(2"—F(x"))2<(2— F(x11+2 Ёіт — Ё a. (26.41

Устремив k K бесконечности, получим противоречие с условиями огра-
ниченности Р (x) B области Х H ограниченности z". Следовательно,
найдется конечный номер

k(s)Emin{r| |(z’—F(x'))—(zs—F(x‘))|>6, r>s}.

Из соотношений

12(81—1

12"‘"’— г\< Ё 1a.(F(x"""1—21+a.(1x 6")— F(x")11.
k=s

№) №)

1F(x)— Р‹х›<| 0221112102511
k=s

I также из сходимости ридов

Ё p. ( 11 d (2") 11 — M112 (2"111181).
k=0

Ё a. (r (2". 6") — F (2’))
k=0

IHTCKaeT, ЧТО дЛЯ ДОСТЗТОЧНО бОЛЬШИХ номеров S

Clk(s)—

сЁщ>2
‚сиз

По построению

.шт_нР%—е+гыт>а
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но для достаточно больших s

12"" — F(x"‘"’1—-2‘+ F(x")1< гв.
k(s)— l -

\об

k=s

поэтому все рассуждения, проведенные при выведе неравенства (26.4),
остаются справедливыми H при k = k (s). TaKHM образом,

(2"‘3’ — F (x""”))2 < (2" — F (x‘))2 — 823/(40). (26.5)

Перейдя к пределу B (26.5), noflquM

ПБ (z"“’ — F (x’"‘"’))2 < d2 _ 523/(46).
5400

a также

Для положительных чисел a, b таких, что

-—' k
11m (2 “> _ F (x"‘"’))2 < а < b < 212.
S-FW

k kпоследовательность (z — F (x ))2 пересекает интервал (a, b) слева na-
право бесконечно много раз. Поэтому существует последовательность
пар {x'} (r E R), {хр} (р E P), для которой

(Zr _ F (x'))a < a, (гр _ F (ХР))2 > 19.

a<(z"—F(x"))2<b, r<k<p.

C поцпоследовательностью {(г' —— F (x'))”} поступим так же, как и о
{(г8 — F (x‘))2} (s E S). Пусть

k(r) = тишины _F(x‘)) —(z’—F(x'))|>6, t>r}.
Для достаточно больших г H достаточно малых 6 справедливо

соотношение г < k (r) < p; поэтому

(2""’ — F (x""’112 > (2' — F (2’112.
что противоречит неравенству (26.5), записанному для педпоследова-

тельности {(г' — F (x')}. Полученное противоречие доказывает теорему.
Результат, аналогичный теореме 26.1, справедлив и для операции

усреднения vf (x, 6). Пусть

11"“ = y" + a. (a (k) — y").

M202) 1131. = VF (x"1+ Ь…
где bk —некоторая случайная помеха, появляющаяся, например,
при рассмотрении конечно-разностной аппроксимации

k f(xk+ake,.0k)—I(xk) ea(k1= 2 <2. ‚.
i=1
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Если функции f(x, 6) непрерывно дифференцируемы, то вектор g(k)
можно положить равным Vf(xk, 6k), 0’e -—независимые наблюдения на—
раметра 6.

Теорема 26.2. Пусть выполнены условия теоремы 26.1,

МНЬЬ||<7№ ’н—>0›

М||Ьь|12<°°› M I|§(k)||"<oo.

градиент функции Р (х) удовлетворяет в Х условию Липшица. Тогда
c вероятностью 1

(y" — VF (‚#>>—› 0, k» оо.

Доказательство этой теоремы с незначительными изменениями
проводится так же, как H B теореме 26.1.

B задачах минимизации функции Р (х) = Mf (x, 6), где f(x, @)
удовлетворяют локальному условию Липшица с константой L (0),
операция усреднения

0k“ = „+ + a). (E (xk. a1.) — vk)
характеризуется тем, что с вероятностью 1

(vk—VF(xk,ak))—>O, k—>oo.

Здесь Р (x, a) —— сглаженная функция, вектор E(xk,ah) определяется по
формулам (25.2)— (25.4). Если f(x, 6)—выпуклая no x функция, то

a(x".a.1 = g (”2". 6"). g(B'c". 6"1e 01°62". 6"). (26.61
Т е o p e M а 26.3. Пусть выполнены условия теоремы 26.1,

co

рд 2 рн

Е(Ё) <оо‚ “;да—+0, ak—>0,
k=0

A _4+0, _…““"—»о, мше)<оо.
ah “дан

 

Тогда с вероятностью 1

(0k — vF (xk, тд)) ’—› O, k—> 00.

Д 0 K a 3 a те л ь с т в o. Для простоты записи считаеМ‚ что

Mg (x2, ah) I Bk = VF (лсд, ад).

Выполняется следующая цепочка неравенств:

116"+‘— VF №4, ……) 11a = 11 v" — VF(xk1 аман (g (2". ад) — v") +
+ (VF(x".a1.) — VF №", 0%» + (VF (x"+‘. a1.) — VF №2 ……» № <
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< 11 v" — VF(xk1 2.1112 + 2a. <о“ — VF (2". 21.1. g(x". a1.) +

i vF(x".o4.1— 2") + 2 (о“ — vF(x".a1.). VF (2". 21.1—VF 62"“ a» +

+ 2 (21" — vF(x".o21.), VF №1, a1.) — VF (2" ak+111.+

+ вай 11 E(x".a1.1— 2" 112 + 311vF(2".a.1 — vF(x"+‘.a.1112 +

+ 3 11 VF№2 a.) — VF(xk+l1 211.1111” < 11 v" — VF (2". a1.) 112 —

— 2a) || 0'" — VF (xk. 021.) II2 + 2a). (°” — VF (xk. ah).

WO(111—v1"(x"oc1.11+cZ:(2"1121111+ “““—“***”
ah
 

+

+Ca:112(x"a.111+Ca.+c-—"112(2"1112+c—'—"——“:—+—“—<
ak

< 1121" — VF (2". o2.) 11a — 221.1122" — W” (xдд) H" +
2

+072-:+сШ+Саі+С—Ё—+С№+ТМЁБЮ
ah I:

где

T. = 2a. (21" — VF (2". o4). a(x".a.1— VF (2". 2.1) +

+C:—:(112(x"111—M112(x"111181.1+ Ca2(11§(x".a.1112—

—M11§(x" 2.111218.1+C—0;"(11261112— M11d(x")112181.1.

oo

Из условий теоремы вытекает, что Z Tk <оо. При выводе (26.7)
k=0

ИСПОЛЬЗОВЗЛОСЬ неравенство

(c1 + 02 + + c,,)2 <n(c$ + + 03).

B дальнейшем доказательство проводится аналогично теореме 26.1

§ 27. Стохастическая оптимизация на основе
операции усреднения

В этом параграфе исследуются численные мет0ды минимизации
функции

Р (х) = Mf(x, 9) (27.1)

x E X, (27.2)

где X — ограниченное множество из В„.
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l. Методы с усреднением направлений спуска. Рассмотрим внача-
ле задачу минимизации гладкой выпуклой функции F (x) (27.1) при
условии (27.2), где Х —выпуклое множество.

Метод определяется рекуррентными соотношениями

26"+1 = Лх (xk — РМ), (27-3)
а““ = y"+ a. (g (21—y"1. (27.4)

M§(k)/Bh = VF (Х,?) + bh’

лх (х)— оператор проектирования точки x Ha множество Х. Если
функция f(x, 6) при каждом @ непрерывно дифференцируема по x, то

B качестве g(k) можно взять g(k) = Vf(xk, 6k), Где 6k — независимые
наблюления параметра 6.

Целесообразность применения операции усреднения обусловлена
тем, что необходимо уменьшить влияние помех на процесс поиска,
сделать его более регулярным. Особенность метода (27.3), (27.4) co-
стоит B TOM, что при достаточно большом номере k вектор, указываю-
щий направление движения, близок к антиградиенту функ-
ции цели. Однако это преимущество сказывается на начальной стадии
минимизации для достаточно далекого начального приближения x".
Операция усреднения y" включает всю старую информацию o случай-
ных градиентах, вычисленных на предыдущих итерациях; иными
словами, процедура y" обладает инерционностью, которая ухудшает
свойства алгоритма B окрестности решения. В работе [100] показано,
что вблизи решения методы с усреднением направлений спуска усту-
пают в скорости сходимости одношаговым процедурам, например
стохастическому квазиградиентному методу.

Т е o p e M a 27.1. Пусть выполнены условия

Где

00 00 p

Zpk=w, Zaz<oo, 71L=+0,

k=0 =0 h

MIIE(k)||2<°°1 Mllbh|l2<°°9 M llbhll<f1u
,“ _)- О,

V)" (x) удовлетворяет & X условию Липшица. Тогда с вероятностью I
предельные точки последоватльности x" принадлежат множеству
Х"‘ решений задачи (27.1), (27.2) и с вероятностью 1

F (x") —› F (кг), 12* e X’".

Д оказательс тво. Достаточно показать, ч’го выполняются уе-
ловия (4.12), (4.13). Предположим, что существует подпоследователь-
ность xs—>x’€X* (sES). Можно указать такие положительные чис-
ла 3 H 6, что 2Ё-окрестности точек x5 (s) 3) не пересекаются с 30".
Построим в каждой точке x8 (3273) окрестности радиуса б<б/2.
Далее для удобства все ограниченные величины обозначаем буквой С.
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Справедливо неравенство

11x"+‘—x*112< 112"—p1.y"—x*112=11x"—x*112—-

—2p.(y" x"—x*1+p2 11y" 112<<112"—x*112-—

—2p.(y—vF(x1,x"—221+2p.(vF(x"1.x*—x"1. (27.5)
k -

где x*EX*, точка x принадлежит б-окрестности x‘ (32 5). Tom:
найдется такое е> 0, что

г‹х*)—Р‹х*)>е

(VF (2"). x2 — x") < F (2*) — F (2") < — е.
Из теоремы 26.2 вытекает, что величина

— 2 (yk — VF (x‘). x* — Ё) + 062.
начиная с некоторого номера k, не превосходит &. Поэтому из (27.5)
следует, что

11x"+‘—x*112<112"—x*112—2p..
Положим

W (2") = № 11 x" — x2112 = 11 x" — 22(21112.

Toma H3 предыдущего неравенства имеем

W(2"2‘1<11x"+‘—x*(21112<W(x"1—2p1.. (27.61
Просуммировав неравенство (27.6), получим

k—l

ПНЖК [17(дьс)—82| р„ (27.7)

что при іг—›оо противоречит ограниченности W (x) Ha замкнутом
ограниченном множестве ид (x2).Cnen0Ba1eJIBHo, выполняется условие
(4.12), т. е. найдется конечный номер k (s) такой, что

іг(з)=т>іт1{г|||х’ — хН>б}-

Неравенство (27.7) справедливо H для k = k (s). Из соотношения
k(s)—l

6<нх*‘*’—х*н< Z prlly'u
r=s

вытекает
k(s)—l

1 б

21 %> 22
что при подстановке B (27.7) дает

W (x"‘2’) < W (x2) — выс,
a это не что иное, как (4.18). Теорема доказана.
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Если f (x, 6) —выпуклая при каждом 6 функция, то метод реше-
ния задачи (27.1), (27.2) определяется соотношениями

"+2 = дх ‹х* — (1.6"). (27.81
o"+‘ = o" + a, (g (11", 04,.) — v"), (27.9)

вектор §(x",a,) вычисляется no формулам (25.2)—(25.4), (26.6).
TeopeMa 27.2. Пусть выполнены условия теоремы 26.3, и

пусть

2 Ph = °°-
k=0

x

Тогда с вероятностью 1 предельные точки последовательности x’2
принадлежат множеству Х* решений задачи (27.1), (27.2) и с верояп_1_-
ностью 1

F (!)—› F (x*).

Д 0 K a 3 a T е л ь с T B o. Справедливы соотношения

112"“ — x2112 < 112*— р„о*— x2112 ==

==- 11 x" —x2 112— 2111. (2". 2" —x*1 + (1211021123

< 11 x"—- 22112 — 2p. (2" —— vF(x",a.1. x" -— 221—
— 2(vF(x".ah1. x" — x2) +Cpg.

где F (x, a) —сглаженная функция. Далее доказательство ПРОВОДИТ-
ea аналогично доказательству теоремы 27.1 B силу того, что с вероят-
ностью 1

(vh—VF (xk,ak))->O.

Если применить операцию усреднения для безусловно минимиза—
ции функции Р (х) =- Mf(x,6), где {(ДВ)—липшицева ункция, то
получим метод

х*“ = 2" — pkvk, (27.10)

0”! == 0" + ад (E (хг, ссд) — 0"). (27.11)

B соотношениях (27.11) векторы g(xk,ah) определяются по форму—
лам (26.2)—(26.4).

Теорема 27.3. Пусть выполнены условия теоремы 26.3, и

пусть Z рд ... оо. Тогда с вероятностью 1 предельные точки no-
‚:=-0 k

следовательности :: принадлежат множеству

X’" == {16" | O EaF(x‘)}.

F (1?) с вероятностью 1 сходится.
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Доказательство сходимости меТОДа (27.10), (27.11) основано на том.
что с вероятностью 1

(v" — ПРМ, 2111—» о.
Оно вытекает из неравенств

F (x"+‘. 04)) = F (x", 04,) + (VF (x" + 21:01:"+1 _ x"), ah), x2+1 _ x2) =

= Р (xk, 06,.) + (vF (xk + 1: (xk+1 -— xk). ah) :1:

:ь vF (2". 2.1. 2’2"" -— x") < F (2". cc.) +
+ Срать — p.(vF(x".oc.1. v"), 0 < 2 < 1.

a также из доказательства теоремы 4.1.
2. Стохастические методы условного градиента. Операция проек-

тирования точки у Ha множество Х равносильна решению экстремаль-
ной задачи (@ квадратичной функцией цели) o MHHHMH3anHH || у ——
—х ||2 при x E X. Метод условного градиента отличается от преды-
дущих алгоритмов тем, что вместо операции проектирования рассмат-
ривается операция линеаризации, равносильная решению задачи с
линейной функцией цели. Поэтому данный мет0д эффективно приме-
ним B TOM случае, когда трудно осуществить операцию проектиро-
вания.

Рассмотрим мет0д минимизации непрерывно дифференцируемой
функции Р (х) = Mf(x, 6) an xEX B предположении, что имеется
возможность наблюдать случайный вектор g(k), для которого

112</21181. = vF(x"1+ 6..
Определим последовательности точек

2"“ = x" + p. (72"— x"). 0 < p. < 1. (27.121

11"“ = y" + 216(21— y") (27.131
Где ?— решение задачи

тіп (yk, x). (27.14)
xEX

Простые примеры ПОКЗЗЫВЭЮТ, ЧТО метод, у КОТОРОГО вектор Eh

есть решение задачи

mm (а (21. 2).
xEX

может не сходиться к множеству решений задачи (27.1), (27.2).
T e o p е м a 27.4. Пусть выполнены условия

Ё рд==0‚ Ё a§<00, {%.—>О,
‚ево =0 "

M|I§(k1112<oo. M11bh1l2<oo. Mllbhllgrh. rh—w.
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градиент функции Р (х) удовлетворяет в Х условию Липшица. Тогда
с вероятностью 1 предельные точки последовательности x" (27.12) —
(27.14) принадлежат множеству Х* ‚ удовлетворяющему необходимым
условиям экстремума задачи (27.1), (27.2), последовательность Р (x")
сходится с вероятностью 1.

Доказательство во многом совпадает с доказательством мет0да
условного градиента, рассмотренного B § 15. Из теоремы o среднем имеем

F (2’2”) =- F (2") + (vF (2" + т ‹х*+‘ — x21. 2"“ — 2"» =
=- Р (x") + p. (VF (2" + т М“ — х*» — VF (2"). 72" — x") +

+ (11. (17F (22"). 7c" — x") < Р ‹х*› + 011,2. + 91(vF(x"1. 2’2— x"). (27. 151
0 < 1: g l.

B HepaBeHCTBe (27.15) нужно оценить величину р„(\7Р (х*)‚ ?ch—x").
Для этого рассмотрим вспомогательную задачу ми_нимизации по x

функции (VF (z), x) an условиях xE X, zEX. Пусть г—решение дан-
ной задачи. Для точек z, принадлежащих достаточно малой окрест-
ности точки z' eX‘, справедливо неравенство

(VF(z), 5— 2) <с< 0. (27. 16)

Предположим, что x2—>x’€X' (sES). Пусть условие (4.12) не

выполняется, т. е. все точки x" (k) s) СОДержатся в достаточно ма-
лой б-окрестности точки x2, не пересекающейся 0 Х'. Из неравенства
(27.16) HMeeM

(171266.322 — 22)< o < o.
Где хд—решение предыдущей вспомогательной задачи. Так как с Be-

роятностью 1

(.'/‚е "" VF (Х”) ” 09

то для достаточно больших k> s

(у*‚ 2“ — x") g 0/2.

Следовательно, _

(yh. Х“ _ х,!) { 0127

где 3E" —pemeHH6 задачи (27.14). Отсюда B силу предыдущего заме-
чания получаем

(VF (12"). ?— x") < о/4.

Суммируя неравенство (27.16) H учитывая, что р„—› 0, для достаточ—

но больших s HMeeM

12-1

F(221<F(x21 + %- 2 р,. (27.17)
{=8
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Поэтому, переходя K пределу по /г—›оо‚ получим противоречие o
ограниченностью Р (х). Таким образом, выполняется условие (4.12),
т. е. существует

k(s) = min {r||| x’ —x2|\ >6}.

Из неравенства (27.17) непосредственно следует, что

11111 F (x"“’) < lim F (x‘),
S-voo S-voo

a это означает, что справедливо условие (4.13). TeopeMa доказана.
Обсудим теперь задачу минимизации функции

Р(х)= Mf(x,6), xEX,

где f (x, 6) удовлетворяет B D 3 Х условию Липшица @ константой
L (6). Рассматриваемый метод является стохастическим вариантом
метода условного градиента, изложенного в § 15. Определяются no-
следовательности точек

12"“ = x" + p, (2" — x"), (27.18)

о’*+1 = v" + ah (g (x", 04,.) — 0"), (27.19)

(0", 1?) = min (0", x). (27.20)
хЕХ

Здесь Е(х’*‚ ah) —случайные векторы, вычисляемые по формулам
(25.2)—(25.4). Если {(х‚6)——выпуклая по x функция, то

6(22. 2.1 = ебёт 6"). g (322. 6") 661 (£2. 6")
T е о р е м а 27.5. Пусть выполнены условия

Ёрд=ощ Ёаё<ощ ;(%'і)2<оо, “;;—>О,

„%%—“°, W20» ML"(9)<6<>-
h h h h

Тогда Р (x") сходится с вероятностью 1 и предельные точки no-
следовательности x" (27.18)—(27.20) c вероятностью 1 принадле-
жат множеству X*, которое удовлетворяет необходимым условиям
экстремума задачи (27.1), (27.2).
15 Доказательство полностью совпадает с доказательством теоремы

.1.
3. Скорость сходимости стохастического метоца условного гради-

ента. Приведем без доказательства оценку скорости сходимости ме-
тода (27.12) — (27.14). Пусть CL, Cg, Cb, Ср, Ca, r, t, В — положитель-
ные константы,

ос=тіп(г—і‚—;-‚Б)‚ о<г<г<1‚
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и градиент функции Р (х) удовлетворяет неравенству

11VF(x) —vF(y)l| <CLllx—y11. x. yEX.
Пусть при k > N выполняются следующие условия:

Ри : Cpk—pv ah = Cak—t,

“”""—’) < Ср < N'. 2011112“ < 26, < N",
II 602) II < сд, 11 дд 11 < Cbk—B.

Число N вводится для того, чтобы выбрать константы Ср H Ca no 1303-
можности большими, поскольку при доказательстве теоремы исполь-
зуются условия ph g I, ah < 1.

Т е o p е м a 27.6. При k > N имеет место оценка

м (F (x") — F (x‘)) < 0111—“. x‘ eX'. (27.21)

вдв

c1 —_— max {(MF ос”) _ Р (x‘)) N“,

(26.0.6. + % СьСіСЁ) (co — «”““—"Г),
С, = max ||x—yll.

x,yEX

Выберем константы г H t TaK, чтобы показатель степени с.. 11 «pop-
муле (27.21) был максимальным, т. е. решим задачу

aamin(r—t, -g-,6)—>max, O<t<r<l.

Легко заметить, что оптимальное решение есть

г = 1, t = a/3, a = min (1/3, 6).

4. Примеры. Проиллюстрируем применение стохастического ме-
тода условного градиента K решению некоторых стохастических
задач.

Многопродуктовая задача. Предположим, что требуется сделать
заказ x== (x1, ...,xn) на поставку n неоднородных процуктов при ус-
ловии, что спрос характеризуется случайным вектором 6 = (61, Н,)
H задан коэффициент взаимозаменяемости 71.1, s-ro продукта спроса jм
продуктом заказа (вектор заказа может состоять H3 пр0дуктов‚ 116

Г

входящих B вектор спроса). Значение х, представим как х, = 2x), H
:==-1

рассмотрим функцию потерь f(x,6). Если функция потерь учитывает
лишь затраты, связанные с недоиспользованием одних продуктсв

П

(в случае Z Ж18х‚3>68)‚ H n0TepH от дефицита других (в случае
і=1
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Z Ajsxjs<68) , то естественно считать, что
i=1

((2.61== Ё max {2. (Ё мзхм—ез), 6. (6. — Ё 2131.)}.
i=1 i=1

где a, —затраты на хранение единицы 3—го продукта, 6, —3атраты
от его дефицита. Тогда математическое ожидание потерь равно

F (x) = Ё М max {“3 (Ё А‘}.зхіз _ 63) ’ Ба (63 _ Ё Aj.ng's)} ° (2722)

[=1 i=1s=l

Требуется найти вектор x, минимизирующий (27.22), при условии

Ё “1х1<а› =2 x18, хд>>‚О (27.23)

j=1 3:1

где а, —объем единицы j-ro продукта, а —вместимость склада.
Заметим, что задача линейного программирования (27.20) имеет

тривиальное решение: все хп равны нулю, кроме xjs = a/aj, для ко-
торого достигается

min{vjs—а}<0, jun 1,...,n, s= 1,...,r
1,5

(и„ определяется по формуле (27.19)).
Однопродуктовая задача с учетом 3ampam на перевозки. Пусть име-

ется однородный продукт, размещенный на т складах. Допустимое
количество пр0дукта на складе і есть а_ (i = l, ..., т). В рассматри-
ваемый период продукт будет требоваться на п рынках, причем пот-
ребность рынка f не может быть заранее определена, H ee следует
считать случайной величиной 6j. Обозначим через

y} = Z х… ii: 1,...,n,

количество пр0дукта, перевезенного на і-й рынок. Тогда убыток при
условии, что спрос есть 6,, равен

 

' m m

“J (2 х„ "— 91) 2 2 x”) 912

(1 (y), 91) = ) Ы ‚„ (:1
[61 (91 _ 2 хи) › 2 хи < 91-

1==1 i=1

Требуется определить совокупность x = (хи, і = 1, m, ] = 1,
..., n), минимизирующую сумму транспортных издержек H ожидае-
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мых убытков

Р (х) =

= 2 aijxu-I- Ё Mmax {ow (Ё хи — О,), Б, (Bj— Ё хдд} (27.24)
=1і‚і i=1 i=1

при условии

qu-gai, і=1‚…‚т‚ х„->О. (27.25)

i=1
B силу специфики ограничений (27.25) задача линейного програм—

мирования B мет0де условного градиента разбивается на т подзадач,
каждая из которых имеет тривиальное решение: для каждого і только
Одно значение xi,- = а,- больше нуля, остальные хи равны нулю.

Стохастическая модель распределения площадей под сельскохозяй-
ственные культуры. Рассмотрим Одну модель оптимального распре—
деления посевных площадей с учетом того, что урожайность на раз—
ных участках носит случайный характер.

Примем следующие обозначения: п —количество культур, т —
количество участков земли различного вида, 8, —площадь і-го
участка, ад,- (6) —урожайность і—й культуры на і-м участке, vi —
удельный вес і—й культуры B общем произвщстве рассматриваемой
сельскохозяйственной продукции, х„ —площадь‚ занимаемая под
і-ю культуру на і—м участке.

Требуется выбрать такой план распределения посевных площа-
дей, чтобы выполнялись ограничения по площадям для земельных
участков каждого вида, H максимизировать математическое ожилдание
количества комплектов сельскохозяйственной продукции в заданных
пропорциях, т. е.

. 1 mF(x) E M (min 7 ,; а„ (В):…) —› max,

xi:<81, ]= 1,...,m,

l

х„>0‚ і=1‚...‚п.

n

.=l

B силу свойств ограничений описанной модели задача линейного
программирования B стохастическом методе условного градиента раз-
бивается на т подзадач, каждая из которых имеет очевидное решение.

5. Стохастический метод приведенного градиента. Исследуем те—
перь стохастический вариант метода, изложенного в § 16, для реше—
ния задачи минимизации

Р(х) = Mf(x, 6)

при условиях

xEX = {x3 Ax = b, х>0}‚
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где A —матрица размера т Х n, b —B€KTOp H3 Em. Для множества
Х выполняются предпосылки, сформулированные там же.

Стохастический вариант метода приведенного градиента решения
задачи (27.1), (27.2), когда f (x, 6) —липшицева функция, определя-
ется следующим образом.

Н a ч а л ь н ы й 3 т a п. Выбрать допустимую точку x1, удов—
летворяющую условиям Ах = Ь, х > О. Положить k = l и перейти
к шагу 1.
Ш a г 1. Выбирают 1k —множество индексов т штук наиболь-

ших компонент вектора xk,

x5: {xv £6112}, B: {аі‚ fella}? N = {Ш, 1311}—

Вычисляют приведенный градиент

r}; = (ow — (v%)TB—‘N. (27.26)

Определяют направление спуска (1":

d; = {" ’1' 131… ’! < 0' (27.27)
_хі’1› 131m rj>0.

аъ = _ B—‘NdN.

Шаг 2 Последовательности точек xk, v"? пересчитывают по фор-
мулам

xk-l-l : хде + “дд“,

”HI = ”* + ад (E (xk, ah) _ 0k),

од = min (р… м, (27.28)

 
. { »”?

mm ——
_ d’i‘
'— I

оо, сі”>0.

Полагают k = k + l H переХОДят к шагу 1. Векторы E(xk,ah) вычис-
ляют по формулам (25.2)—— (25.4). ECJIH f(x,9)—Bb1nyKJIaH no x
функция, то

am a.) = g (9*. 6").
T e о р е м a 27.7. Пусть выполнены условия теоремы 27.5. Тог-

да последовательность Р (х’*) сходится с вероятностью 1 и предельные
точки последовательности х’* c вероятностью 1 удовлетворяют усло-
виям Куна — Таккера.

Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы
16.1.

Рассмотрим теперь ситуацию, когда функция Р (х) непрерывно
дифференцируема и существует случайный вектор Е, (k) такой, что

MW)! Bk = VF (х,?) + bk-
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В частности, если f (x, 6) при каждом 6 непрерывно дифференцируе-
из по x, то можно взять E(k) = Vf (xk, 6"). B этом случае метод
(27.26) — (27.28) упрощается. Усреднение о’* проводить не надо, a
приведенный градиент rN B (27.26) определяется по формуле

r2 = 21,02) —§’B<k> B-w. (27.26)
T e о р е м a 27.8. 17усть выполнены условия

29н=°°‚ 20Ё<°°з MthH‘é’h’ ’);—*0:
12:0 12:0

Mllbkll2<oo. M II§(k)\\2<oo,

VF (x) удовлетворяет в Х условию Липшица. Тогда Р (х’*) сходится
с вероятностью 1 и предельные точки последовательности х*‚ опре-
деляемой по формулам (27.26)—(27.28)‚ c вероятностью 1 удов-
летворяют условиям Куна — Таккера.

6. Стохастические методы возможных направлений. В предыду—
щих пунктах этого параграфа рассматривались задачи минимизации
Р (x)EMf(x, 6) при условиях xEX. B TOM случае, коща множество
Х простой структуры, использовалась операция проектирования на
Х. В методе условного градиента операция проектирования заменя-
лась минимизацией в Х некоторой линейной формы. В методе приве-
денного градиента значения базисных переменных пересчитывались
путем изменения независимых виебазисных переменных в соответст-
вии с требованием сохранения допустимости.

Обсудим теперь более сложную задачу, коща область Х опреде—
ляется нелинейными ограничениями Ых) < 0 (і = 1, ..., т). Полага-
ем, что Х ограничено H выполняется условие регулярности.

Пусть Р (x), fi(x) (i = 1,..., m) —непрерывно дифференцируе-
мые функции. Для решения задачи (27.1), (27.2) рассмотрим следую-
щий сюхастический вариант метода возможных направлений, изло-
женного в § 17:

х*+1 __— xk — „л*, (27.29)

где возможное направление dk an заданной допустимой точке x” на-
хоцится из решения следующей задачи линейного программирования:

тіп о (27.30)

при условиях

(у*‚ d) — 0 < 0,

Mx") +(Vf.-(xk).d)—o<0, і=1‚...‚т‚ (27.31)

—1<сі,-<1‚ j=1,...,n.

Последовательность y" находится с помощью операции усреднения

yk+1 = y“ + а;; (E (k) —у^)‚ (27 3?)
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Где g(k) —случайный вектор такой, что

ME (#)/Ви = VF М) + bh-
Положим

p); = max {Mxk + M" EX},

у„ = min (pg, pk}. (27 33)

T e о р е м a 27.9. Пусть выполнены условия теоремы 27.4. Tог-
да с вероятностью 1 предельные точ’ки последоватльности х’*‚ опре-
деляемой по формулам (27.29) — (27.88), удовлетворяют условиям
Куна — Таккера, последовательность Р (х’*) сходится с вероятно-
стью 1.
До к a 3 a T е л ь ет в 0. Из теоремы о среднем имеем

Р ‹х*+‘› < Р (x’) + 6% + v. (VF (x’). л*). (27.34)
B неравенстве (27.34) нужно оценить (vF (усё), л*). Это можно сделать,
рассмотрев вспомогательную задачу

тіп с
при условиях

(VF (2). d) < o.

‚°, (z) + (sz- (z), (1)<0‚ і: 1, ...,m, (27.35)
— 1 <а‚.< 1.

Пусть (о(2)‚ d(z))— решение этой задачи. Тогда имеет место сле-
дующее свойство: для точек z, принадлежащих достаточно малой ок-
рестности точки z’ &Х'“ (множество точек Куна —-Таккера)‚ выпол-
няется неравенство 5(2) <о<0. Отсюда следует, что

(VF (2). E1 (2» < o < 0.
OLIEBIULHO, что для доказательства теоремы достаточно проверить

условия (4.12), (4.13). Пусть существует подпоследовательность

х8—›х’ еж, SES с {1, 2, k, ...}.
Существуют такое целое E H положительное число 3, что U2B—(xs) П

nX" = @ (3> s). Поэтому

(vF (x‘), (_! (x‘)) < o< 0.

ft (x‘) + (Vii (x‘), Ё (хз)) <О»

_1<Е‚-(хз)<1‚ j=l,...,n,

где [{(xs) _решение задачи (27.35).
Пусть условие (4.12)_не выполняется, т. е. все точки x" (!г>з)

принадлежат и. (x5) (б <б/2). Тоша для достаточно малых 6 из пре-
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дЫДУЩИХ неравенств вытекает, ЧТО

(VF (x‘), 61-065)) < 072.

f. (хР) + (vi. (xk). Е (x‘)) < 0'12.
—1<ё,(х8)<1‚ j=l,...,n.

Поскольку с вероятностью 1 (у’*— vF (х’*))—›О‚ то, начиная с не-
которого номера Ь>$‚

(у“, 3 (x‘)) < 0/4-

Поэтому для оптимального решения dk задачи (27.30)—(27.31) вы-
полняются соотношения

(yk. dk) < о/4‚

Mac") + (плод), а*›<а/4. (27.36)
_1<а*<1‚ j=1,..n.

Из неравенств (27.36) легко показать, что величина шага ?h paBHa
рд. Следовательно, из неравенства (27.34) для достаточно больших
k HMeeM

k—l

Р (:Р) < Р (… + —§- Ё р,. (27.37)
f=S

Переходя к пределу по /г—+ оо, получим противоречие. Поэтому

k(s) = min{r|||x’—xs||>6}<oo.
r>s

B свою очередь из соотношения
k(s)—l

xk‘” = x5 + 2 prd”
r=s

вытекает, ЧТО

k(s)—l

29‚>%.
t=s

Следовательно, из неравенства (27.37) заключаем, что выполняется
условие (4.13)

ЁГР (ka) < lim Р (x‘).

TeopeMa доказана.
Рассмотрим теперь задачу минимизации функции

Р ша Mf (x. e)
B предположении, что f(x, 6) удовлетворяет по x B D : Х условию
Липшица с константой L (6); [‚(х) ([ = 1, ..., т) — непрерывно диф-
ференцируемые функции.
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Определим последовательности

хн+1 = х” + “ди,

„%+! = Uh + ah (g (Х*, ah) "" 0k):

где dk — решение задачи
тіп 0

при условиях
(и*‚ d) — 0 < 0,

h(x") + (Vfi (xk). d) —о< 0. і = 1.....m.

—1<dj<l, i=1,...,n

Величина шага уд выбирается по формуле (27.33). B конечно-раз-
ностных метоцах минимизации Р (х) векторы g(xk, och) вычисляются по
формулам (25. 2) — (25. 4). ECJIH {(х, 6)— выпуклая функция, то в
стохастическом квазиградиентном методе

wah);-г(х* 6*›еді‹х* 6*›
Теорема 27.10. Пусть выполнены условия теоремы 27.5.

Тогда {Р (х*)} сходится c вероятностью 1 и предельные точки no-
следовательности {х*} с вероятностью 1 удовлетворяют условию
Куна —— Таккера.

Доказательство пров0дится аналогично доказательству теорем
17.1 и 27.9.

7. Стохастические методы минимизации липшицевых функций.
Пусть требуется решить задачу

F (x) a Mf (x, 9) ~+ min (27.38)

при условии
h (x) < 0, (27.39)

где f(x, 6), h(x) ——липшицевы функции. Мет0д решения задачи
(27.38), (27.39) определяется соотношениями

1 k k
xk+ =x +9hd:

 

где
сі" == — 25, h (x’) < O,

а’* = _- г’; -— идей, h (х*)> 0,

I ‹ ‚
иь=тах`0‚ :(х)2й(рг„)]

Векторы 253,2; вычисляются по формулам

73+ =Zk+ah(§F(xbv ah)"zi~).

22+1 = Z: + ah (ён (xk ’ ah) _ Z}; '
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В конечно-разностных методах Er. Eh определяются соотношениями
(25.2) — (25.4). Если f, h — выпуклые функции, то в стохастическом
квазиградиентном методе

a. (xk. a.) = g (%*, e.) e 0f (32. е“),

g. (ха a.) = g (%*) e ah (Eh).
Обозначим через Х" множество точек, удовлетворяющих необХОДи-

мому условию экстремума задачи (27.38), (27.39): х'ЕХ', если най—
дутся такие векторы gF(x‘)EOF (x’), gh(x‘)60h(x‘), что

gF (x‘) + A'8'): (x') = 0. ?» > 0,

№ (x‘) = 0. h (x‘) g 0.

Имеет место следующий результат.
Т е о р е м а 27.11. Пусть выполнены условия теоремы 27.5. Тог-

да F (xk) сходится с вероятностью 1 и предельные точки последова-
тельности xk c вероятностью 1 принадлежат X"‘.

§ 28. Стохастический конечно-разностный
метоц Эрроу — Гурвица

Рассмотрим теперь решение общей задачи стохастического прог-
раммирования:

F0 (x) a Mf0 (x, 6) —› тіп (28.1)

при ограничениях

Fi(x)EMf,-(x,6)<0, і=1‚…‚т‚ (28.2)

x E Х‚ (28.3)

где Мх, G) (і = 0, l, ..., m) — выпуклые липшицевы по x (при каждом
B) на D э X функции, Х —выпуклое ограниченное замкнутое мно-
жество B En. Изучаемый метод определяется соотношениями

x... -= “x (x*— p. [ещё, d") + Ё итё‘ (xk. @]) ‚ (28.4)
i=1

„“‘ = ли (и“ + …]… (xk, и“, 05), (28.5)

Где Lu (x, u, 6) —градиент функции

L(x. u. 6) = f. (x. 9) + X um (x. 6)
::=-1

по переменным и.
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Векторы &” (xk, 01,) (v = 0,1,...,m) вычисляются по одной из формул:

20‘); ilfv (x1....,x;+ah,. ”xn,6k)—

і-п

__; (381;, x, —a,,, 25, em е„ (28.6)

 3). (28.7)
Ah

Ёд,г\,(х’с +А‚„‚е 9k)—f,(x",e)

Сходимость траекторий {xk}, {11"} K множеству седловых точек функ-
ции Лагранжа

L(x. и) = F. (x) + ; иж,- (x)
i=1

исследуется В чезаровском СМЫСЛЭ.

Обозначим

=2 MIZ 9..
Sn=0

: Ё Рвиз/Ё 93’

3:0 52:20

Kv (())—константа Липшица функции fv (x, 6) (v = О, 1, m) 1121 D.
T e о р е м a 28. 1. Пусть выполнены условия

СЮ ® A 00

1 _ g k
ph_ СЮ, Epk<my ah "+0, 2 phak<w, “’;—>О,

k=0 k=0 k=0

MK3(0) <oo. мі3‹х‚ е)< оо, v = 0, 1, т

Тогда с вероятностью 1 предельные точки последовательностей

{xk}, {№} принадлежат множеству седловых точек L(x, u).
Доказательство проводим для случая, коща векторы &” (xk, 01,)

(v = О, 1, …, т) определяются по формулам (28.6). Ограниченные ве-
личины обозначаем буквой С.

Пусть

= Бо (xk’ ah) + 2 “(£1 (Х*, 05k):
i=1

?А = go (ха, ссд) _ VFo (Х*, 0%) + 2 “f (E! (xkv ah) _ VFi (Х*, 0%)),
i=1

(X‘, U‘)— множество седловых точек функции L(x, и), x‘EX".
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Имеют место неравенства

ll 36"“ — 16' ll“ é II x" -— №“ —— x' Н° é

< H x"— x'\\" + 291.0516" —x‘) + 92 ”(NP <

<11” _ 95.112 + 2рд(7Р`о(х’°‚ “н) +2 u’§(vF1(x’". ah)! х’—х*))+
і=1

+ 261. (v), Х' — x") + C6: + 6,3010" Н“ — М Н v’" H") <

<11 x" — x' № + 26.. (L (x') — L (x". u")) + 06.66. +
+ Co)". + 2911 (v). x‘ — x") + 6,3 ( ll 0" ll2 — M II 0’" ll“). (2&8)

Где Z (x) = maxL (x, u).
иеи

ДЛЯ ДВОЙСТВЕЪННЫХ переменных и ВЫПОЛНЯЮТСЯ неравенства

„ uk+1— и № <16)" + ри… (x". u". 6") — u № < и u" — u № +
+26. (L (x". u". 6") — L (x". u. 6")) + pi н L. (x’) u". 6") № «

<11 u" — и № + 2p. (L (x". u". 6") — L (x". u. 6"))+

+ Co: + pi (11 L. (x". u". 6") № — м п L. (x". u". 6") №). (26.9)
Сложив неравенства (28.8) H (28.9), получим

II ,._,.,,.+ Hu~+l—u112<nxk—x'112+ nuk—u112+

+ 2p. (L (x') — L (x". и» + 26.. (L (x". u". 6") — L (x". u")) +

+ 2p. (L (x’fi 6) — L (x". u. 6")) + 26.61.26" — x.) +

+ pi( || 6" № — м || 6" №) + 66(I1L.(x".u".6")112 —

— м 11L. (x". u". 6") №) + 06;". + 06.6..
Отсюда следует, что
k ^ 1e

26.(L(xk.u)—L(x'))<6+ + 20<рі+ p...) +
s-O:==-0

k
1+ д— )] {26. (L (x‘. as. 6‘) —- L (x‘. as» + 2p. (L (x6. u) — L (x8. u. 6‘» +

s=-0

+ 2p. (v... x' — #) + 62(1) 68 № — M н vs №) +

+ 63(11L.(x‘. u". 6‘) № — м (IL. (26". u". e.) №}. (28.10)
_ ^ _

Следовательно, Ь(х’°)—›[,(х*) с вероятностью 1, поскольку 11.11. схо-
дятся ряцы в соотношении (28.10). Аналогично получаем, что с Be»
роятностью 1

L (%)—› maxL (u), L(u) == minL (x, и).
_ и _ " хех

Теорема доказана.



БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ

 

Приводимые ниже литературные указания ни B коей мере не претендуют на
полноту: выделены в основном те работы, которые имеют непосредственное отношение
к излагаемому материалу, a также основные монографии; при ссылках моногра-
фиям отдается предпочтение перед статьями.

Предисловие
Общие проблемы оптимизации рассматриваются B работах B. M. Глушкова

[16], Н. Н. Красовского [54], B. C. Михалевича H B. Л. Волковича [62], Н. Н. Мои-
сеева [67], Л. С. Понтрягина, В. Г. Болтянского, Р. В. Гамкрелидзе H E. Ф. Мищен-
ко [101], А. Н. Тихонова H B. Я. Арсеняна [118].

С теорией линейного программирования H линейной алгебры можно познакомить-
ся по монографиям Данцига [32], Д. К. Фаддеева H B. H. Фаддеевой [120], Мурта-
фа [71]. Тео ия H методы нелинейного программирования изложены в книгах База-
ра H Шетти [)6], Ф. П. Васильева [11], Ю. Г. Евтушенко [36], И. И. Еремина и
Н. Н. Астафьева [38], Зангвилла [46], B. Г. Карманова [51], Н. Н. Моисеева,
Ю. П. Иванилова, E. M. Столяровой [68], Ортеги H Рейнболдта [92], Полака [98],
В. Т. Поляка [100], Б. Н. Пшеничного H Ю. М. Данилина [105], Химмельблау [125]
H сборнике [131].

Глава 1
Элементы теории выпуклого анализа содержатся почти B каждом учебнике по

оптимизации, исчерпывающий материал имеется в монографии Рокафеллара [109],
большое место отведено B книгах B. Ф. Демьянова H J1. B. Васильева [34], Б. Н. Пше-

ничного [104].
§ 1. Различные классы негладких функций изучались B работах Данскина [31],

B. Ф. Демьянова H B. H. Малоземова [33], В. Ф. Демьянова H J1. B. Васильева [34],
А. Д. Иоффе H B. M. Тихомирова [49], B. И. Норкина [80, 83], Е. А. Нурмынского
[88], Б. H. Пшеничного [103, 104], H.3. Шора [136], Кларка [145], Льісенбергера
[162], Мангасарьяна [163], Мирицы [169], Миффлина [167], Рокафеллара [176—178],
Бихайна [143].

Обобщенные градиенты вводились для невыпуклых локально липшицевых
[145], квазидиффе енцируемых [34‚ 103], допускающих верхнюю выпуклую аппрок-
симацию [104], o общенно дифференцируемых [80, 83], слабо выпуклых [88] функ-
ций. Различные свойства обобщенных градиентов изучены для локально липшице-
вых [146], квазидифференцируемых [34] H обобщенно дифференцируемых [83] функ-
ций. Численные методы минимизации невыпуклых негладких функций, использую-
щие обобщенные градиенты, предложены для липшицевых [22], обобщенно дифферен-
цируемых [80], слабо выпуклых [88] H полугладких [166] функций.

§ 2. Дифференциальные свойства локально липшицевых функций системати-
чески начал изучать Кларк [145]; он ввел понятия «обобщенная производная по на-
правлению» и «субдифференциал». Изложение § 2 основано на работах [146, 22]. Опе-
рация сглаживания или усреднения функций давно используется в математике. Для
целей негладкой оптимизации она начала применяться А. М. Гупалом [23], В. Я. Кат-
ковником [52]. Свойства локально липшицевых функций изучались также B работах
Рокафеллара [176—178], Хириарт-Урути [153]. Теорема о среднем установлена в
{159. Нетрадиционное определение локально липшицевых функций дал Мирица
169 .
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§ 3. C проблематикой теории необходимых условий экстремума для негладких
функций можно ознакомиться по монографиям Б. H. Пшеничного [103, 104]. He06-
ходимые условия экстремума для задач с локально липшицевыми функциями изуча-
ли Кларк [146], Варга [10], А. М. Гупал [22], Хириарт-Урути [152, 153], Миффлин
[167]. Своеобразные необхолимые условия экстремума установлены для квазидиф-
ференцируемых функций [34]. Вопрос об ограниченности множителей Куна — Так-
кера при более общих условиях изучался B [150].

Глава 2
§ 4. Конечно-разностные методы минимизации локально липшицевых функций

были предложены А. М. Гупалом B статье [23] H развивались B книге [22]. Числен-
ные методы минимизации на основе операции сглаживания исследовались B книге
B. Я. Катковника [52]. Численные методы оптимизации без вычисления градиентов
изучались для гладких задач в книге В. Н. Пшеничного H Ю. М. Данилина [105],
для негладких выпуклых задач в книге А. С. Немировского H Д. Б. Кдина [73].

§ 5. Методы решения минимаксных задач ассматривались B книгах Данскина
[31], B. Ф. Демьянова H B. H. Малоземова [33 , B. B. Федорова [122], H. 3. Шора
[136], Е. А. Нурминского [91]. Построение конечных разностей для функций макси-
мума выполнено в статье [17].

§ 6. C методами случайного поиска можно ознакомиться по книге Л. А. Раст-
ригина [106]; сходимость H CKOpOCTb сх0димости этих методов исследовались
B. Г. Кармановым [51]. Результат § 6 содержится B книге [22].

§ 7. Сложность задач H эффективность методов выпуклой оптимизации исследо-
ваны А. С. Немировским H Д. Б. Юдиным [73]. Результаты § 7 содержатся в статье
[27]. Скорость сходимости конечно-разностных методов исследовал Г . Г . Мураус-
кас [70].

§ 8. Метод функций Ляпунова для исследования сходимости релаксационных
методов оптимизации изложен B книгах Базара и Шетти [6], Ю. Г. Евтушенко [36],
В. Т. Поляка [100]. Для нерелаксационных алгоритмов этот метод обобщен в рабо-
тах [Б, 46, 87, 91].

Первые необходимые H достаточные условия сходимости алгоритмов нелинейно-
го программирования сформулировал Зангвилл [46]. На основе этих результатов
Е. А. Нурминский [87, 91] предложил весьма общие достаточные условия сходимости
алгоритмов нелинейного программирования, нашедшие широкое применение при
исследовании нерелаксационных алгоритмов нелинейного H стохастического програм-
мирования. Затем эти результаты обобщались многими авторами. В данном параг-
рафе необходимые H достаточные условия сходимости сформулированы B теоремах
8.1—8.3; теорема 81 является самой общей. Л. Г. Баженов [5] преобразовал необхо-
димые H достаточные условия Зангвилла [46] к виду, удобному для применения к не-
релаксационным алгоритмам нелинейного программирования, 11 избавился в них
от формальных предположений противного. Близкие к теореме 8.3 необходимые H
достаточные условия сходимости получил С. П. Урясьев.

Достаточные условия сходимости в данном параграфе сформулированы в теоре-
мах 8.4—8.9. Условие 1) теоремы 88 является ослаблением аналогичного требования
Е. А. Нурминского [87]; оно использовалось B. И. Норкиным [80]. Дальнейшее его
ослабление (условие 1) теоремы 8.6) найдено С. П. Урясьевым. Условие 2) теоремы
8.8 введено Е. А. Нурминским [89] H ослаблено (условие 2) теоремы 8.6) С. И. Ляш-
ко [59]. Условие 3) теоремы 8.8 эквивалентно тому, что 17°“ нигде B Е1 не плотно [80], и
является обобщением требования Е. А. Нурминского [87], что 97* He более чем счетно.

Первоначально Е. А. Нурминский [87] примерно B условиях теоремы 8.8 дока—
зал, что все предельные точки последовательности {xk} принадлежат Х*. Он же пока-
зал [91], что без условия 3) теоремы 8.8 существуют предельные точки {xk}, принад-
лежащие Х *, a B. И. Норкин [84] отметил, что это минимальные по значению W (x)
предельные точки {xk}. Ю. М. Ермольев [41] H Ю. М. Ермольев H П. И. Верченко
[42] заметили, что п H условиях Е. А. Нурминского [87] {W(xk)} имеет предел.
М. B. Михалевич [65 показал, что без условия 3) B теореме 8.8 имеет место

1;1Ё17(хй) g sup{w E Е1|ш E 117*}. Следующий шаг сделал П. А. Дорофеев [35];

он показал, что B условиях Е. А. Нурминского [87] без предположений о множестве
117* имеет место сходимость {xk} Одной предельной точкой H no функционалу. Связ-
ность множества предельных точек {1:12} в условиях леммы 8.3 отмечена B [92, с. 459].
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В работе С. K. Завриева [44] предложены другие общие достаточные условия
сходимости алгоритмов невыпуклой оптимизации. В одной части эти условия явля-
ются более общими, чем достаточные условия сходимости данного параграфа, а B
другой -— более конкретными: в них нет формальных предположений противного.
Однако характер полученных B [44] утверждений о сходимости алгоритмов тот же
самый; в частности, получены условия сходимости алгоритмов невыпуклой оптими-
зации по функционалу, доказана теорема, аналогичная теореме 8.8, а также доказа-
на лемма 8 3

§ 9, 10. Метод обобщенного градиента предложен Н. 3. Шо ом [134]; условия
его схоцимости для выпуклых функций исследованы B [40, 99, 136 . Метод обобщался
H усовершенствовался в [18, 34, 38, 73, 136]; он также был распространен для еще-
ния некоторых невыпуклых негладких задач оптимизации [4, 80, 88, 136, 166 . Ме-
тоды обобщенного градиента с растяжением пространства подробно изучаются B кни-
ге [136]. На основе метода эллипсоидов [141], являющегося частным случаем метоца
[135], Л. Г. Хачиян [124] построил полиномиальный алгоритм в линейном програм-
мирования.

Задачи с упорядоченными по важности критериями (задачи лексикографичес-
кой оптимизации) рассмотрены в монографиях В. В. Подиновского H B. M. Гаврило-
ва [97], В. B. Федорова [122], а также B статье [121].

Несобственные задачи изучены в монографии И. И. Еремина, В. Д. Мазурова H
Н. Н. Астафьева [39].

В книгах [13, 136] описаны многочисленные приложения метода обобщенного
градиента H его обобщений.

§ 11. Релаксационные методы минимизации негладкой 'выпуклой функции мак-
симума изложены B монографии B. Ф. Демьянова H B. H. Малоземова [33]. Релак-
сационные методы минимизации общих выпуклых функций предложены Лемареша-
лем [160] H Вулфом [185]; релаксационным методам выпуклой оптимизации посвя-
щены также статьи [107, 108, 130, 157, 161, 166, 172, 179]. Релаксационные методы
минимизации полугладких функций п H ограничениях предложены Миффлином
[166, 168] H развиты Кивилом [156, 157 . Метод данного параграфа укладывается B
общую схему, изложенную в [172].

§ 12. Обзоры методов глобальной оптимизации сделаны Мак-Кормиком [165],
Р. Г. Стронгиным [114], А. Г. Сухаревым [117] (см. также сборник [181]). Заметное
место отведено п облемам глобальной оптимизации B книгах Д. И. Батищева [7],
B. П. Булатова 8], Ф. П. Васильева [11], И. Б. Моцкуса [691,Л. А. Растригина
[106], А. Г. Сухарева [116].

Комбинированные алгоритмы глобальной оптимизации изучались B [1, 11, 12,
69, 82, 86].

Мет0д невыпуклых аппроксимаций предложен H обоснован B работах С. А. Пи-
явского [95, 96], Ю. М. Данилина H C. A. Пиявского [29], Ю. М. Данилина [30] и по-
лучил широкое распространение. Обобщение на задачи с невыпуклыми ограниче-
ниями является новым.

Метод сглаживания для целей глобальной оптимизации предложен Д. B. Юди-
ным [138] H изучался в работах [52, 81, 94, 106]. Метод Одномерной глобальной оп-
тимизации при невыпуклых ограничениях предложен B [115].

Методы глобальной минимизации вогнутой функции при линейных ограниче-
ниях предложены B [3, 8, 126, 154, 188]. Применение методов тяжелого шарика H OB-
ражного шага для целей глобальной оптимизации обсуждается B [100], a случайных

Инерционных методов — в [106].

Глава 4

Усреднение стохастических градиентов для построения сходящихся методов
стохастической оптимизации применялось B [20, 22, 41, 52, 91, 128].

Методы минимизации негладких функций с усреднением обобщенных градиен-
тов предлагались B [22, 84, 85, 129, 171].

§ 13. Немонотонные методы с усреднением конечно-разностных аналогов гради-
ента исследовались в [22].

§ 14. Вопросы устойчивости численных методов оптимизации обсуждаются B
книгах B. Г. Карманова [51], В. Т. Поляка [100], а разностных схем — в монографии
А. А. Самарского [111].
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Устойчивость метоцов выпуклой оптимизации по отношению к случайным ошиб-
кам вычисления градиента исследована в монографиях Ю. М. Ермольева [41], Куш-
нера H Кларка [158], А. С. Немировского H Д. Б. Юдина [73], в статье М. В. Миха-
левича [66].

Устойчивость метода обобщенного градиента по отношению к детерминирован-
ным погрешностям определения градиента исследовалась B монографиях Н. 3. Шо-
ра [136], А, С. Немировского H Д. Б. Юдина [73].

Устойчивость субградиентного меТОДа 110 отношению к ошибкам в положении
точек, где берутся градиенты, установлена B [50, 132].

Метод усредненных г адиентов для минимизации обобщенно дифференцируемых
функций предложен в [84]). Адаптивные регулировки шага B нерелаксационных мето-
дах негладкой оптимизации рассматриваются B [37, 90, 91, 100, 129, 136].

Метод тяжелого шарика описан B [100]. Метод овражного шага предложен
И. М. Гельфандом H M. Л. Цетлиным [14], а исследован H обобщен Ю. Е. Нестеровым
[74‚ 76]. Обоснование этих методов для минимизации невыпуклых негладких функ-
ций является новым.

Глава 5
15. Метод условного градиента для квадратичных задач был развит Франком

H Вулфом [148]. Аналог метода условного градиента для минимизации выпуклых
функций исследовался в [78], a для минимизации липшицевых функций — B [23].

§ 16. Метод приведенного градиента исследован Вулфом [184]; он является
обобщением симплекс-метода на задачи нелинейного программирования H поэтому
получил широкое распространение [6, 71, 131, 170].

§ 17. Методы возможных направлений были предложены Войтендейком [47];
они изучаются также в книге [6].

§ 18. Метод штрафных функций был введен Курантом, ему посвященамоногра-
фия Фиакко H Мак-Кормнка [123], центральное место он занимает в монографии
B. B. Федорова [122].

Существование точных штрафных функций установлено И. И. Ереминым [37]
H Зангвиллом [187]; они изучались также B [164]. Глобальные свойства точных штраф-
ных функций изучались в [64, 142, 146].

§ 19. Конечно-разностный метод минимизации липшицевых функций при огра-
ничениях пост оен как аналог метоца линеаризации Б. Н. Пшеничного [105] H Hc-
следован B [25 .

§ 20. Метод Эрроу — Гурвица предложен B книге [137], чезаровское усредне-
ние исследовалось B [73]. Конечно-разностный метод из § 20 изучался в [26].

Глава 6
7 § 2]]. Сведения 110 многозначным отображениям имеютсявкнигах [34, 50, 60,
7, 104 .

Измеримые многозначные отображения являются обобщением измеримых функ-
ций. С нзмеримыми функциями достаточно ознакомиться 110 книге А. Н. Колмогорова
H C. B. Фомина [53]; много полезных сведений 110 измеримости имеется B монографии
Варги [10]. Сведения 110 измеримым многозначным отображениям можно найти B
обзоре [182] H B работах [10, 48, 49, 57, 110, 144, 175].

Мы следуем в основном работам Кастена [144], Рокафеллара [175], XH-
мельберга [151]. Результаты Кастена изложены также в [10]. Лемма 21.7 установ-
лена B [79, 86].

§§ 22, 23. Случайные липшицевы функции изучались в [79] (см. замечание 22.1),
а обобщенно дифференцируемые — B [86].

Глава 7
С задачами H методами стохастического программирования можно познакомить-

ся по монографиям Ю. М. Ермольева [41], Д. Б. Юдина [139, 140], Ю. М. Ермольева
H A. И. Ястремского [43], 110 обзору Ветса [183]. Поведение методов оптимизации B
присутствии случайных помех обсуждается B книге В. Т. Поляка [100].

Методы стохастического программирования берут начало со статьи Роббинса H
Монро [174]. Конечно-разностный метоц стохастической аппроксимации был предло-
жен B работе Кифера H Вольфовица [155]. Методу стохастической аппроксимации 110-
священы монографии Вазана [9], М. Б. Невельсона H P. 3. Хасьминского [72]. Прие-
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мы ускорения сходимости метода стохастической аппроксимации указаны B [112],
адаптивная регулировка шага рассматривалась B [119].

§ 24. Задачи выпуклого стохастического программирования изучались в [41,
73, 50], обобщение на слабо выпуклый случай сделано B [91], a на обобщенно диф-
ференцируемый случай — в [86].

Трактовка сходимости стохастических методов как следствия устойчивости их
детерминированных вариантов принята B книге [50]. Условия схоцимости стохасти-
ческих аналогов детерминированных методов изучались B [89].

Сведения по теории вероятностей содержатся в книгах Лоэва [58], Б. Н. Про-
хорова и Ю. А. Розанова [102], А. Н. Ширяева [133].

Мет0ды с усреднением стохастических градиентов изучались в [20—22, 41, 52,
85, 86, 100, 128].

Поведение стохастического метода тяжелого шарика в квадратичном случае
обсуждается в [100]. Обоснование стохастических методов тяжелого шарика H 0B-
ражного шага для решения задач невыпуклой стохастической оптимизации являет-
ся новым.

§ 25. Конечно—разностные методы липшицева стохастического программирова-
ния, обобщающие классический метод Кифера и Вольфовица, построены B книге
[22]. Скорость сходимости таких методов исследовалась в [70].

§ 26, 27. Операция усреднения впервые использовалась Я. 3. Цыпкиным
[128] H Ю. М. Ермольевым [41], она связана с отслеживанием минимума нестацио-
нарной квадратичной функции. Изложение материала § 26, 27 основано на работе
[22]. Скорость сходимости стохастического метода условного градиента исследовал
С. В. Пашко [93]. Теоремы 26.1—26.3 можно также получить как следствие резуль-
татов работы [45].

§ 28. Рассматривается стохастический вариант конечно—разностного метода
Эрроу —— Гурвица, изложенного B § 20.
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